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Molas e barras - Elementos Finitos com 2 graus de liberdade.

1.1. Determine os sistemas de equagdes das molas seguintes.

Kq
K1 Kz K3 Ky K2 Ks é K1 Kz I<n-1

a) b) c)
1.2. Responda aos pedidos dos sistemas de molas seguintes
a) d, Dados: Pedido: F3
F—— Ki=K; Ky=K/2
— Conhecido: K e d;
F
Kl Kz 3
b) K, da Dados: Pedido: F, F4, dy e F1
I——» I——> K1=K3=5N/mm; K.=7N/mm;
—_— ds=25mm;
A forca do elemento 2 é nula
T T
c) F, Dados: Pedido:
4_—| Ka Ko=K4=2K;=2K5=2K, - Sistemas de equacgbes
K=3,5N/mm - Deslocamento dos nés
F,=90N; F3=67N - Forga em cada mola
K1 K> Ks
Fs
d) F, Fs Fa Dados: Pedido:
] F—}— K1=K,=K3=Ks=10N/mm ~Uy, Use U,
F,=20N;F3=25N; F4=40N - Reagdes
Ky K, Ks K, - Forgas nas molas
e) F, Ky, Dados: Pedido:
<_l K1=K,=K3=K4=Ks=10N/mm - Sistemas de equacdes
Kl F4 d3:20mm,‘ - d3, d4, Fa
F,=50N - Reacgbes
Ks

Ks | 'd

1.3. Utilize o 12 Teorema de Castigliano para determinar o sistema de equag¢des do

sistema das duas alineas anteriores.
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1.4. Responda aos pedidos das estruturas de barras seguintes (EB2GL).

a) a . Dados: Pedido:
® @ —=— Li= L,=0,5m; - Tensdes normais nas barras
ZElT L2 A= 500mm?;
E=207GPa;
F=12kN
b) F Dados: Pedido:
a l_' & [; Li=L>=L3=0,3m; - TensGes normais nas barras
;{ L1 Lo L3 é A1=A,=200mm?; - Deslocamento dos nés
A3=400mm?;
E=210GPa; F=10kN
c) F Dados: Pedido:
a l—’ . E d=2mm; - TensGes normais nas barras
2 » - q E1=ZOGPa_; E,=10GPa; - Reagdes
0:=12x10%/°C; Com:

0,=21x10%/°C;

L;=400m

m; L,=300mm;

A1=450mm?; A,=300mm?;

1- F=60kN; AT,=AT,=0
2- F=0; AT1=AT,=250 °C

1.5. Determine as matrizes de rigidez das barras rodadas seguintes (EB2GLR).
Dados: d= 40mm (diametro); E=69GPa;

2
Y /
L
1
a)

Coordenadas dos nds:
1-(0,1;0,1)
2-(0,4;0,2)

1

1,

2
b)
Coordenadas dos nds:
1-(0;0)
2-(0,2;-0,2)

2
Y
X 1
c)
Coordenadas dos nds:
1-(1;2)
2-(-0,3;3)

1.6. Determine a tensdo normal da barra roda seguinte (EB2GLR).

1
Y
I_l 2
d)
Coordenadas dos nos:

1-(0;1,2)
2-(-0,5;0)

Dados:
T Us Us= 1,25mm;
2 Us U,=0,5mm;
U, = Us=1,875mm;
Us=2,25mm;
T A= 500mm?;
182 ) U L= 1m; A= 485mm?;
- E= 25GPa;
a=45°
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1.7. Responda aos pedidos das treligas seguintes (EB2GLR).

a) P Dados: Pedido:
B T F Li=L,=L=1,5m; - Matriz de rigidez
C_’ F=5kN; - Deslocamento dos nds
P=3kN; - TensOes normais nas barras
L A=225mm?;
A E=69GPa
D
L1
—
b) p T Dados: Pedido:
B F Li=L>=L=1,5m; - Matriz de rigidez
C_> F=5kN; - Deslocamento dos nds
P=3kN; - TensGes normais nas barras
L2 A=225mm?;
A E=69GPa
) Dados: Pedido:
Li=4m;L,=3m; - Matriz de rigidez
L K=50N/mm; - Deslocamento dos nds
F=15kN; a=50°; - Reagbes
A=314,159mm?; - Verifique o equilibrio energético
E=80GPa
d) Dados: Pedido:
Li=4m;L,=3m; - Matriz de rigidez
F=15kN; a=50°; - Deslocamento dos nds
L2 A=314,159mm?; - Reacdes
E=80GPa - Verifique o equilibrio energético
e) Dados: Pedido:
Li=L=L=2m; - Matriz de rigidez
K=50N/mm; - Deslocamento dos nds
iy P=20kN; a=45°; - Tensdo normal na barra BC

A=314,159mm?;
E=80GPa
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1.8. Responda aos pedidos das treligas seguintes (EB2GLR).

L,

a)
Dados:
L1=L4=2m; L2=L3=1m;
K=50N/mm; F=10kN;
A=200mm?;
E=210GPa

Pedido:

- Deslocamento do n6 D
- Tensdo normal na barra BC

L3

Dados:

Li=Lo=L3= 2m; K=50N/mm;
F=10kN; P=20kN;
A=200mm?;

E=204GPa

Pedido:
- Deslocamento do n6 E
- Tensdao normal na barra AE

L,

Dados:

L1=L>=2m; K=50N/mm;
F=10kN;

A=200mm?;

E=205GPa

Pedido:
- Deslocamento do n6 B
- Tensdo normal na barra AD

Dados:

L1=L,=2m; K=50N/mm;
F=10kN; P=5kN;
A=100mm?;

E=206GPa

Pedido:
- Deslocamento do n6 D
- Tensdo normal na barra AD

L,

Ly

c)
Dados:
L1=L>=2m; K=50N/mm;
F=10kN; P=20kN;
A=150mm?;
E=204GPa

Pedido:
- Deslocamento do n6 C
- Tensdo normal na barra AC

Dados:

Li=Lo=Ls= 1m; K=50N/mm;
F=10kN; P=15kN;
A=150mm?;

E=200GPa

Pedido:
- Deslocamento do n6 C
- Tensao normal na barra DC
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L,
B
L1
i)
Dados: Dados: Dados:
|_1=|_2=|_3=|_4= Zm; |_1=|_2=|_3=|_4= Zm; |_1=|_2= 1m;
F=15kN; P=5kN; K=50N/mm; F=10kN; P=5kN; F=10kN; P=25kN;
A=250mm?; E=204GPa A=150mm?; E=206GPa A=100mm?; E=210GPa
Pedido: Pedido: Pedido:
- Deslocamento do né C - Deslocamento do né D - Deslocamentodoné Ae C
- Tensdo normal na barra CB | - Tensdo normal na barra AD - Tensdo normal na barra AB
1.9. Responda aos pedidos da alinha 1.8 substituindo as cargas indicadas por uma
variacdo de temperatura AT=+100°C em toda a estrutura. Considere que as barras
tém um coeficiente de dilatagdo térmico de 14x10-6 /°C.
1.10.Determine as frequéncias naturais e os respetivos modos de vibragao das
estruturas da alinha 1.8, com massa volimica p=7800kg/m3 e K=4EA/L.
Represente os respetivos modos de vibragao.
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2. Vigas - Elementos Finitos com 4 graus de liberdade (EVAGL).

2.1. Escreva o vetor forgas de cada carga distribuida seguinte.

2 — e 2.
P P st = PoX p(x) = —po(x* — Lx)
TRRRRIRE Al
P { Yy )
| - B i L
! |1 L | ' | L |
i B ! ! |
a) b) c) d)
2.2. Responda aos pedidos das vigas seguintes.
a) p Pedido:
- Compare o valor do v,,, 4, com o valor aproximado.
vy y 4
A I Y Y YYVY Y B i _v(L/)__SpL
L max T TeA 207 384E]
| |
I |
b) P Pedido:
- Determine o deslocamento do ponto B.
- Determine as reacdes.
- Compare a tensdao normal maxima com o valor
3 aproximado.
A B
| L |
[ |
c) p P Pedido:
- Escreva o vetor de forgas da estrutura.
A D
B c ;;
| L/3 | L/3 | L/3 |
| | I I
U1 U3 US
,j\uz Us Us 2h |- ._Ih
L T L T *
1 2 3
L S | L |
| I I I |
d) e)
Pedido: Dados: O elemento representado tem uma espessura t.
- Qual é a condicdo para que haja
continuidade na tensdo no no 2. Pedido:
- Determine a energia potencial do elemento.
- Utilize 0 12 teorema de Castigliano para determinar o
elemento Ki1 da matriz de rigidez.
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2.3. Responda aos pedidos das vigas seguintes (EV4GL).

a) p Dados: Pedido:
l l l l l C L=0,3m; - Matriz de rigidez
A J p=45kN/m; - Vetor de forgas
¢ B L A=94404,76mm?; - Deslocamento dos nés
{ I | E=70GPa; - Tensdo normal a
direita e a esquerda do
ponto B.

b) Dados:
— A barra CD sofre uma diferenga de
. p D temperatura AT.
C Pedido:

- Matriz de rigidez
- Vetor de forgas

Pedido:

- Deslocamento vertical do ponto C.
- Deslocamento vertical para x=3L/2.
- A rotagdo para x=L/2.

- Momento fletor para x=L/2.

Pedido:

- Deslocamentos do ponto B.
- A rotagdo para x=L/2.

- Momento fletor no ponto A.
- Tensdo normal no ponto A.

Pedido:

- Deslocamentos do ponto B.

- Deslocamento vertical para x=L/2.
- Momento fletor no ponto B.

- Tensdo normal no ponto C.

e)

f) Pedido:

- Deslocamentos do ponto C.

- Deslocamento vertical para x=L/2.
- Momento fletor para x=3L/2.

- Tensdo normal no ponto C.
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2.4. Determine o deslocamento vertical e a rotagdo para x=L/2 e responda aos
restantes pedidos das vigas seguintes (EVAGL).

2p
p
A
B
) N
L
I |
| |
a)
Pedido:

- Deslocamentos do ponto A.
- Momento fletor do ponto B.
- Tensdo normal no ponto B.

p
A YYVY VY 1‘ Y
K
| L |
| |
d)
Pedido:

- Deslocamento do ponto A.
- A rotacdo para x=L/2.
- Momento fletor do ponto B.

A~

M 2M

TN

b)
Pedido:
- Rotagdo do ponto B.
- A rotagdo para x=L/2.
- Tensdo normal para x=L/2.

L,

e)
Pedido:
- Deslocamento do ponto A.
- A rotacdo para x=L/2.
- Momento fletor do ponto B.

2p
TR
Q/ B
i L °S
| I
c)
Pedido:

- Deslocamento do ponto A.
- A rotagdo para x=L/2.
- Momento fletor do ponto B.

f)

Pedido:

- Deslocamento do ponto A.

- A rotacgdo para x=L/2.

- Momento fletor do ponto B.
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3. Vigas Barra - Elementos Finitos com 6 graus de liberdade (EV6GLR).

3.1. Responda aos pedidos das vigas-barras seguintes.

a)

Dados: Pedido:

L;=150mm;

L,

- Deslocamento do n6 B
- Momento fletor a

L,=500mm;
p=150kN/mm;
F=10kN;
A=500mm?;
[=20000mm*;
E=200GP3;

meio de cada viga

b)

Dados:

L=1500mm; p1=p>=10N/mm; a=15°;
Aac=Ac=800m mz; AAD=ADB=64Omm2;
|Ac=|c3=6,666X106mm4; E=200GPa

Pedido:
- Tensdo na barra AD.
- Tensdo a meio da barra AC.

Dados:

L=1m; p=20N/mm;
A=500mm?;1=4x108mm?*;
E=200GPa

Pedido:

- Deslocamentos do ponto B.

- Momento fletor a meio da viga
AC.

Dados:

L=1m; p=20N/mm;
A=500mm?;1=4x10°mm?*;
E=200GPa

Pedido:
- Deslocamentos do ponto B.
- Reagbes nos apoios.

Dados:

L=1m; M=20N.mm; F=10kN;
ACB=64Omm2; Aas=800m mz;
lAs=6,666x10°mm?*; E=200GPa

Pedido:
- Deslocamentos do ponto B.
- Tensdo na barra CB.
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3.2. Determine a matriz de rigidez e o vetor de forga das seguintes estruturas.

® K
Y e
I E
L F
D
L =
Y
c)
P1 F
P2 M C N l i
e A ARAARARA Y B vavvvvva
J D§ -
B N p
L K
A
A
7 L L | . L L
, : | | 1 |
d) e)
7
D
v
3p D
Ll P AT M
¥ i N\
AN K /7%7
E L c

f)
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3.3. Determine a matriz de rigidez e o vetor de forga das seguintes estruturas.

T M
C = .
/B jyc 2K
L F
A D
e ™ A
——+——14  tawm .
[ |
a) b)
D
P2
L YYVYVYVYVYVYYY e O
> B C
—>
Li| p2 i
1 Ela
2 s

c)
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