Capitulo 5

Elementos Finitos Isoparamétricos

5.1 Sistemas de Referéncia Global e Local

Considere o elemento linear, ilustrado na Figura 5.1, com nds ¢ e j, cujas coordenadas sao x; e x;
em relagao ao sistema de referéncia X adotado. Deseja-se encontrar uma fungao F'(t) que transforme
um ponto z; < T < z; para um ponto —1 < £ < 1, pertencente ao sistema de referéncia €. Como o
elemento tomado possui 2 nés, a transformagao F'(t) é dada pela equacdo de uma reta, ou seja,

e
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Figura 5.1: Mapeamento entre os sistemas de referéncia X e &.
Ft)=at+p (5.1)

Aplicando-se a equagao (5.1) aos pontos x; e x; vem que,
Flz)) =az;+0=-1
F(zj)=azj+p8=1
Resolvendo-se o sistema de equacoes anterior obtém-se as constantes a e 3. Logo,

2 ﬁ:_mj—l—a:i

a:j—:vi :cj—a:i

e substituindo em (5.1) tem-se que,

2 . .
F(t) = P I (5.2)
Tj — Ty Tj — T4
Por exemplo, tomando-se z; = —10, ; = 10 e = 5, verifica-se que,
2 (10 — 10)

=0,5

{=F(@)= 35— (—10)° 10 — (—10)
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Figura 5.2: Transformacao entre os sistemas de referéncia global e local.

No caso geral de um elemento sélido, tem-se 3 coordenadas cartesianas x,y,z as quais devem ser
transformadas para as componentes &,7,(, respectivamente, como mostrado na Figura 5.2.

O sistema cartesiano zyz é denominado sistema global de referéncia, enquanto £n¢ define o sistema
local. A vantagem de se utilizar um sistema local esta relacionada a mudancga dos limites de integragao
nas expressoes para o calculo das matrizes de massa e rigidez dos elementos finitos, assim como para
os vetores de carregamento. Neste caso, os limites inferior e superior de integracao passam para —1 e
1, respectivamente.

Dado um ponto P de coordenadas (x,y, z) segundo o sistema global, verifica-se que para se obter
este ponto no sistema local, basta aplicar a equacao (5.2) para cada uma das componentes, ou seja,

2 . .

fa) = ———t -~ I
$j—$i $j—(E¢

2 Yk + Yj

(y) = t— .
Yt —Yi Yk — Y

2 . .
)= gt 2
Zj — 2 Zj — 2

onde (z4,Yi, %), (25,5, 25) € (Tk, Yk, 2) 580 as coordenadas dos nés 4,5,k, respectivamente, como pode
ser visto na Figura 5.2.

No entanto, geralmente, o elemento finito possui uma forma distorcida no sistema global e deseja-se
obter uma transformacao para um sistema local onde os lados do elemento permanecam retos, como
apresentado na Figura 5.3. Esta transformacao estd baseada nas fungoes de forma, discutidas a seguir.

5.2 Funcgoes de Forma

Considere o conjunto de pontos (£1,&2,...,&a,---,&p,--.,&n) definidos num sistema local de re-
feréncia. O polinémio de Lagrange de ordem n — 1 associado ao ponto &, é dado por,

(1) (¢) = [l (e (€ — &) (- 8)(E &) . (—Ca1)(€ —Lay1). - (E—&n)
¢ Hg:l(byéa) (ga - fb) (fa - 51)(£a - 52) s (ga - fafl)(ga - §a+1) s (ga - fn)

Observa-se que o polinémio [,(£) apresenta a seguinte propriedade,

la(€)=1 a=b
(&) =0 a#b

(5.3)
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Figura 5.3: Transformacao entre os sistemas de referéncia global e local utilizando fung¢des de forma.

Logo,

la(&b) = Oab (54)

onde 64 € tal que,

5, — 1 sea=05b
®=Y) 0 sea#b

Deve-se associar uma fung¢ao de forma para cada um dos nds de um elemento finito. Estas funcoes
sao tomadas como polindomios de Lagrange, cuja ordem depende do nimero de ndés do elemento
considerado. Para um elemento unidimensional com m néds, tem-se m funcoes de forma de ordens
m — 1. Logo,

N D) =1l D(¢) a=1,...,m (5.5)

Para elementos bidimensionais, basta tomar o produto tensorial dos polinomios de Lagrange.
Portanto, para um elemento com m e n nés nas direcoes £ e 7, tem-se um total de mn funcoes dadas
por,

No(&,m) =™ V@IV a=1,...,mn (5.6)

Analogamente, para o caso tridimensional com m, n, p nds nas direcoes &, n, ¢, definem-se mnp
fungoes da seguinte maneira,

No(&,1,0) = 71O ) () a=1,...,mnp (5.7)

Nas expressoes anteriores, os indices a,b,c,d sao escolhidos de maneira conveniente como sera
mostrado nas secoes seguintes.
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5.3 Elementos Unidimensionais

5.3.1 Elemento Linear

Para ilustrar o processo de obtencao das fungoes de forma considere o elemento linear mostrado
na Figura 5.4. Como neste caso, o elemento possui apenas dois nés, as funcoes sdo polinémios de
primeiro grau, ou seja, equagoes de retas em £. Assim, a partir de (5.3) e (5.5) vem que,

- 1 1
N =10 = £ =% = S = 510
& §+1

late

MO =6 = e =T )

Ny &)

[N

| ©

Figura 5.4: Elemento unidimensional linear.

De forma reduzida, tem-se que,

N = %(1 +&&)  a=1,2 (5.8)

onde &, = £1.

5.3.2 Elemento Quadratico

Da mesma forma, determinam-se as fungoes de forma para o elemento unidimensional quadratico
da Figura 5.5. Como sao trés nés, tem-se trés fungdes de ordem 2 e aplicando-se (5.3) e (5.5) vem que,

) @ )€ -8) (-0 -1) 1.
M@ = hO = (&1 —&)E—&)  (-1-0)(-1-1) 26(1 2

) @ -8 -&)  E-DE+D
MO = BTG oo - 8

) @y )€ -&)  E+DE-0) 1
MO = O =t a6 ) - arna o) 250+

ou ainda,

NP@E) =1e,(1+6) a=1,3
{N;(Q’@):(Ql—g?) a=2 (5.9)
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Figura 5.5: Elemento unidimensional quadratico.

5.3.3 Elemento Cibico

Seguindo o mesmo procedimento, determinam-se as fungoes de forma para o elemento de terceiro
grau, ilustrado na Figura 5.6. Portanto,

@ o B (E—8)E-&)NE—E&)
MO = h = (& —&)(& —&)(& — &)

o (E+1/3)(€-1/3)¢-1) 1
T (-141/3)(-1—-1/3)(-1—-1) 1_6(952 -hH-¢)

3) @) E-E)E-)(E-&)
R R
_ E+DE-1/3)(E-1) _9
C(-1/3+1)(-1/3-1/3)(-1/3—-1) 16

(1-€)(1-3¢)

(3) @) e E=E)E-)E &)
N = 50 = G e e )
e yIE-D) 9

~ BB AE-T 16 )

@ o B E-E)E-L)E-&)
N©) = O = e e )@ )

(
E+DE+1/3)(€-1/3) 1
)

T A+ +1/3)(1-1/3) 160 - D+

Logo,

N(6) = (1 -€)(1+36) a=23 (5.10)
NP(€) = 59 - 1)(1+€) a=1,4 '
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5.3.4 Elemento Quartico

Para o elemento quértico, mostrado na Figura 5.7, as funcoes de forma sao determinadas de maneira
andloga aos elementos anteriores. Assim,

@ o @ E—E)E-&)E-E)E-&)
MO = B0 = @ —aE @ -6
o (E+12)(6-0)(E-1/2)( ¢ - 1)
C(=14+1/2)(-1+0)(=1—1/2)(— 1—1)

5(462 D1 -¢)

N = 1Y) =

(€8 —-8&)(E-8)(E—&)
(62 — &) (&2 — €3)(&2 — €a) (&2 — &5)
(E+DE+0)(E-1/2)(-1)

4
= GRG0z -1 aCEo — 3¢ i)

)
(

(4) W E=E)(E = &) —E)(E — &)
N7 = L= G e 6 GG =)
_E+DE+/2E-1/2)(¢E-1) B
= 0 D0+ 20- 120D = 104

(4) @ E=E)E-)E-8B)E-E&)
N©) = O = e )@ e @ &)
_ EDEFYE-0E-Y 4

2+ 002+ 1/2)(12-012-1 3

£1— €)1 +2)

@ ey @ E—&)(E—E)E—E)E—&)
N = 57 = (& —&1)(& — 2)(55—53)(5—54)
A DEUE-OE 1) 1,
~ U Da 1200012 g D0+

Portanto,

NO@E) = Le,£(4€2 — 1) (1 +£,6) a=1,5

NV(€) = 46,6(82 = 1)(1 +26,6) a=2,4 (5.11)
NY(€) = (1— €)1 — 4¢2) a=3
1 2 3 4
@ . 4 . 4 L <
-1 -1/3 1/3 1

Figura 5.6: Elemento unidimensional ctibico.



CAPITULO 5. ELEMENTOS FINITOS ISOPARAMETRICOS 95

1 2 3 4 5
@ L 4 L 4 L 4 L
-1 -1/2 0 1/2 1 X

Figura 5.7: Elemento unidimensional quartico.

5.4 Elemento Bidimensional Linear

Considere o elemento quadrangular ilustrado na Figura 5.8. As fungoes de forma deste elemento
sao obtidas a partir de (5.6) e dos polinomios dados em (5.8), onde a relacao entre os indices a,b,c
estd apresentada na Tabela 5.1 e pode ser observada na Figura 5.8. Portanto,

NOen) = @) = ;01— 1)
MO ) = O = 10+ )
M) = B8 ) = 1+ +1)

NP e = DO @) = 70-90 1)

n
4 3 n
2
1 2
= @— 00— X
g -1 1 ¢
1 2 1 1

Figura 5.8: Elemento quadrangular linear.

[aflt[2]3]4]
b[1]2]2]1
cl[t[1]2]2

Tabela 5.1: Relacao entre os indices a,b,c para o elemento quadrangular linear.
Esta relacoes podem ser resumidas na seguinte expressao,
Na(€m) = 1L+ &)1+ mn) a=1,2,3.4 (5.12)
onde ¢, = £l en, = £1.

Outros elementos planos podem ser obtidos aumentando-se, progressivamente, um né para cada
lado do quadrado, como ilustrado na Figura 5.9. Neste caso, verifica-se a presenca de nds interiores,
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aumentando-se assim o nimero de varidveis do elemento. Este conjunto de elementos assim obtidos
pertencem a familia lagrangeana.

Pode-se evitar a presenca destes nos interiores. Define-se, desta forma os elementos finitos da
familia Serendipity discutidos nos capitulos seguintes.

i T" 3

Figura 5.9: Elemento lagrangeanos quadrangulares.

5.5 Elementos Isoparamétricos

Ao se aplicar o MEF na anélise de uma estrutura, deve-se interpolar a sua geometria, ou seja, as
coordenadas dos pontos, assim como a grandeza a ser calculada, como por exemplo os deslocamentos
nodais. Pode-se aplicar as funcoes de forma para efetuar estas interpolagoes. Neste caso, as trés
possibilidades ilustradas na Figura 5.10 pode ser adotadas, ou seja,

e 0 numero de nés usados para definir a forma do elemento é menor que aquele aplicado para a
interpolacao da grandeza de interesse;

e utiliza-se 0 mesmo numero de nés para interpolar a geometria e a grandeza;

e adota-se um nimero de nés maior para a interpolacao da geometria.

—
|
® =-coordenadas
E] = grandeza
a) b) c)

Figura 5.10: Elemento finitos subparamétricos, isoparamétricos e superparamétricos .

Estas trés alternativas definem as classes dos elementos finitos subparamétricos, isoparamétricos e
superparamétricos. Observa-se que os elementos subparamétricos sao mais utilizados, pois em geral
deseja-se interpolar com maior precisdao o campo da grandeza a ser calculada, tais como desloca-
mentos, temperatutas, dentre outras. Neste texto, o interesse estd no estudo dos elementos finitos
isoparamétricos.

Denotando por z, y e z as coordenadas dos pontos em relagao a um sistema global de referéncia,
pode-se escrever as seguintes relacoes:
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z(&n,¢) = D Nal&n,0)XS
a=1

y(&n,¢) = Na(§,1,Q) (5.13)

M: I M:

Z(g’ n’ g) = a(é’ 777 C)Zs

1

2
I

onde n é o nimero de nés do elemento e X7, Y, Z¢ sao as coordenadas cartesianas globais dos nés

do elemento e.
Analogamente, os deslocamentos {u}, {v} e {w} dos pontos sdo dados por,

NE

U(fﬂ%() = Naé.na

a=1
v(&n,¢) = Z (&, OV (5.14)
w(&n,¢) = Y Na&n,OWS

2
I
—_

sendo UZ, V2, W os deslocamentos nodais nas direcoes x,y,z, respectivamente, em relacao ao sistema
global de referéncia.

As transformagoes indicadas em (5.14) e (5.15) sdo baseadas nas funcoes de forma dos elementos e
podem ser utilizadas para efetuar o mapeamento de um elemento distorcido num sistema global para
uma forma regular no sistema local. Para exemplificar, considere o elemento quadrangular ilustrado
na Figura 5.11.

Aplicando-se (5.14), obtém-se as coordenadas z,y dos pontos do elemento no sistema global, ou

seja,
x(‘ga 77) = Nl(f, U)Xf + N2(£7 n)XQE + N3(£7 77)X§ + N4(£7 77)X4
y(&,m) = Ni(§; YT + No(§,n)Ys + N3(€,n)Ys + Na(§,n)Yy

Substituindo as expressoes das fungbes de forma dadas em (5.12) e as coordenadas do ponto
i (§=—1;n7=0) vem que,

1
2= a(~1,0)=5-5+0-30+0-20+ 5 -10="7,5

e N

y; = y(—1,0) = -15+0-10+0-30+%-25:20

Observa-se que as coordenadas do ponto ¢ assim calculadas estao de acordo com a Figura 5.11.
Portanto, identificam-se no sistema global as linhas de £ e i constantes.

Assim, as fungoes de forma podem ser utilizadas ndo apenas para a interpolacdo da geometria e
das grandezas de interesse em estudo, mas também para definir uma transformacao entre os sistemas
de referéncia global e local, facilitando o calculo das matrizes dos elementos finitos.
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Figura 5.11: Exemplo de transformacao entre os sistemas de referéncia local e global utilizando as
funcgoes de forma.

5.6 Jacobiano e Calculo das Derivadas Globais

A expressao geral para o cdlculo da matriz de rigidez dos elementos finitos, dada em (4.37) en-
volve derivadas das fungoes de forma em relacdo as coordenadas globais x,y,z, através da matriz de
deformagao [B]. Como as fungdes de interpolagao estao expressas em coordenadas locais &,1,(, deve-se
aplicar a regra da cadeia. Considerando, entdao, o né a de um elemento vem que,

ON,  ONgOx ON,0y ON, Oz
96~ oz 0t oy oc oz ¢
ON,  ON,O0x ON,0y ON, 0z
on Oz 8_77 + oy 8_77 0z 8_77
ON,  ON,O0x ON,0y ON, 0z
¢ = oz ac ayoac 9z

ou em forma matricial,

ONg oz dy 9z N, N,

% 06  9¢  0¢ oz oz

AN, _ | 9z oy 0z ONg = [J] ONa (5.15)
TR A R |
ONg oz 9y Oz ONa ONg

¢ aC d¢C dcC 0z 0z

A matriz [J] é denominada Jacobiano da transformacao. Assim, para se obter as derivadas das
funcoes de forma em relagdo as coordenadas globais z,y,z deve-se inverter a matriz do Jacobiano.
Logo,

ON, 85\7@

ox

ON, _ — ON,

G =1 % (5.16)
oN, ON,

0z ¢

Utilizando-se as relagdes (5.14) chega-se a seguinte expressao para a matriz do Jacobiano,
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B aa 8(1 aa
A ARl A o
_ n ON, n ONg n ONg
] = a:laa a alaa alaa e
L Z:la—gaXa Zlag alagZ
N oN, v, 1| X1 1 4
8 a . e 8
_ o dh b N, || 2 2 2 (517)
oy ON; N, I
S I G

Demonstra-se ainda que o diferencial de volume dV', presente nas expressoes para o calculo das
matrizes e vetores de carregamentos dos elementos finitos, pode ser escrito nas coordenadas locais
&,n,C a partir do determinante do jacobiano da seguinte maneira,

dV = dédn d¢ | det[J]| (5.18)

Logo, as integrais de volume presentes nas relagoes para o cdlculo das matrizes e dos vetores de
carregamento dos elementos finitos podem ser expressa em fungao das varidveis locais. Tomando-se,
por exemplo, a matriz de rigidez, observa-se que,

K = [ 1B (D]B)dv = / / / B)|det[J]| deds dc (5.19)

Em geral, a integracdo indicada em (5.19) nao pode ser efetuada analiticamente. Desta forma,
deve-se empregar técnicas de integracao numérica, as quais serao discutidas posteriormente.

Observa-se que o mapeamento entre coordenadas locais e globais pode nao ser Unico nos casos
onde o elemento finito apresentar-se muito distorcido. Para que o mapeamento seja tnico, o sinal do
determinante do jacobiano deve permanecer inalterado para todos os pontos do dominio considerado.

Para o elemento quadrangular linear, os angulos internos nao devem ser superiorres a 180° para
evitar a distor¢cao excessiva do elemento. Para o elemento quadratico, deve-se garantir ainda que
a posigao dos nés intermedidrios estejam no 1/3 central de cada uma das faces. Este casos estao
ilustrados na Figura 5.12. Para as funcoes de forma de maior grau, nao é possivel obter regras
semelhantes, devendo-se, entao, checar o sinal do determinante do jacobiano.

5.7 Deducao da Matriz de Rigidez de Barra Plana

A matriz de rigidez do elemento de barra plana, ilustrado na Figura 2.5, foi obtida nos capitulos
anteriores considerando coeficientes de influéncia e aplicando-se a expressao (4.37). Neste tltimo caso,
as funcoes de interpolacdo dependiam da varidvel global z, como indicado em (4.50). Pretende-se
agora deduzir esta mesma matriz, considerando, no entanto, as fungoes de forma segundo o sistema
local de referéncia &.

A partir de (4.48), observa-se que o campo de deslocamentos u do elemento de barra possui variacao
linear. Como o elemento possui dois nds, a geometria pode ser interpolada por fungoes lineares. Assim,
este elemento é isoparamétrico, podendo-se empregar entao, as funcgoes de forma do elemento linear
dadas em (5.8). A partir das expressoes (5.14) e (5.15), a geometria e os deslocamentos sao interpolados
como,

2
= 37 N(OXE = MO X1 + MoK = (1= O + 31+ %, (5.20)

a=1
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n a <180
—_—
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1/3L
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1/3L
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1/3L

Figura 5.12: Condicao para que os elementos quadrangulares linear e quadrético nao apresentem
distorgao.

2
u(©) = Y Nal@UF = N(&)Th + Na(€)T = (1~ 01 + 3 (1+ )0 (5.21)
a=1

onde X1, Xy e U;,Us denotam, respectivamente, as coordenadas e os deslocamentos dos nés 1 e 2 do
elemento de barra.

A matriz de rigidez, segundo o sistema de referéncia local, pode ser calculada a partir de (4.37).
Neste caso, tem-se que,

1
(K = [ 1BITDIBIAV = [ (BT (D)5 |det(J)] Adg (5.22)

sendo A a drea da secgao transversal.
A matriz de deformacéo serd dada por,

B]=| 9n 9% | (5.23)

Para a determinagao das derivadas globais na expressao anterior aplica-se (5.16). Logo,

ON, . 10N, (0xON, B
= _<a§ 85) a=1,2 (5.24)
Assim, através de (5.20) obtém-se,
01 _ 1 _ 1 - _ l
=52 [5(1—§)X1+§(1+5)X2] = §(X2—X1) =3 (5.25)

Substituindo (5.25) em (5.24), chega-se $ derivadas globais indicadas na matriz [B],

Ny 20N, 1
or 19 1
ONy 20N, 1
or 191
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Portanto, obtém-se a mesma expressao para a matriz [B] dada em (4.51), ou seja,

o)

A matriz de elasticidade [D] consiste apenas do médulo de elasticidade E, como pode ser verificado
em (4.47). Assim, retornando-se a (5.22) vem que,

k= [ B oy e = [ | E L ygaee=TR ] T

Desta maneira, determina-se a mesma expressao anterior. No entanto, este procedimento é geral podendo
ser extendido a varios tipos de elementos finitos, como serd mostrado nos préximos capitulos.



