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Capitulo 4

Resistencia dos Materiais

Flexao Pura e Flexao Simples

NOUNNNNNN

NOUONNNANN

Flexao Pura

Quando os elementos prismaticos estao
sujeitos apenas a momentos fletores
iguais e opostos no mesmo plano.

M = Constante;V =0 N=0;T =0

)

Flexao Simples ou Flexao Transversal
Cargas transversais concentradas ou
distribuidas produzem forcas internas
equivalentes a uma forca de corte
(esforco transverso) e a momentos
fletores .

M+0;V+0N=0;,T=0
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Flexao Composta

PR Flexdo Composta

A tensao normal provocada por flexao pura pode ser composta com a tensao
normal devido a carga axial e com a tensao devida ao carregamento de corte

< e/ou pelo momento fletor.
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O Flexao Pura — Equacoes de equilibrio estatico

Um binario M-M "’ define-se como dois momentos

Capitulo 4 . . . .
de igual intensidade e sentidos opostos.

O momento M ira produzir uma distribuicao de

N esfor¢os g,dA com a direcao xx, produzindo assim
°§ na seccao uma forca resultante em xx, um momento
§ segundo yy e outro momento segundo zz.
g y SeccaoC gy
] M
oo, Ty \(/ A a
© yuy
: — \ B
g
L : Seccao C z
~ y
* Aseccao C esta em equilibrio
estatico logo os somatodrios da Z E, =0 ; Z M,=0 e Z M, =
resultante dos esforgos sao nulos:
5

Fernando Batista - Escola Superior de Tecnologia e Gestao de Leiria - 2019



Flexao Pura — Equilibrio estatico — Mz
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Capitulo 4
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€ f.f \ Seccao C
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wlad
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N ‘ * O parte do corpo AC esta em equilibrio estatico.
'-8 . - A outra parte CB vai desenvolver um perfil de tensoes
s M /o,  normais de compressao (-) e tensdoes normais de
O T S tracao (+) ao longo da secgao C.
& >
<QW N [T X
+ o ~ : ~ :
K2 L3 * As tensOes normais g, sao negativas quando a
8 [ coordenada y for positiva.
7 C
Equilibrio de | ZMZ — 0> jyadi +M=0= |M= f —yo,dA
momentos no e1xo zz A A
6
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O Flexao Pura - Consideracoes
y

Capitulo 4 y Viga com um plano de simetria em flexao pura:

* O elemento permanece simétrico;

* Flete uniformemente, formando um arco

= :
i< circular;
o * A curvatura em todos os pontos da barra ¢ a
= mesma;
> * O plano transversal passa pelo centro do arco,
2 mantendo-se plano;
= * O comprimento AB diminui, enquanto o de
E A’B” aumenta;
3
<8 - * Existe uma superficie neutra (fibra neutra),
E A paralela as superficies superior e inferior e para
8 l i s I a qual nao se wverifica alteracao do
ez ammmmy s csanmmu: M comprimento;
’31\ * As tensOes e extensOes sao negativas
: (compressao) acima da fibra neutra e
positivas (tragao) abaixo;
i
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O Flexao Pura — Campo de Deslocamentos e Extensao
P

Capitulo 4

1ais
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Neutral

axis

Considerar um segmento de viga de
comprimento L.

Apds deformacao, o comprimento da
superficie neutra permanece inalteravel.

Nas restantes seccoes temos:

Deslocamento L=p6 L =(p—1y)6

Extensoes
_______ |
G Y0 Y
XTIy ee p
C C y
Emax = - = P = = & = —~&mnax
gmax c

c — distancia entre a fibra neutra

y e a fibra mais afastada

A extensao varia linearmente
com a coordenada y
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O Flexao Pura — Tensao normal
P

Capitulo 4| Njum material linear-elastico, temos

s = = = - = = I y y
:_g’ﬁ_:_{;‘ix_j =_ZE€max=> sz_zamax
7
= A tensao varia linearmente com a coordenada y
© yuy
—
% Pelo equilibrio estatico, ), F, = 0 | Pelo equilibrio estatico, ) M, = 0
- EzFx=jadi= EZMZ=O:>M= —y0,dA |
© | A i § A i
2 @ e e e e I S |
'8 z F = J yo-madi — M = _y( Umax) dA
= A A e
<_8 T M max 244 max ; : o — %
.ﬂ ZFX,:— j dA:O — c = . Zﬁ: max IZ
= c Jy, A B
& 0 - y y Mc
a7 O 1° momento relativoao plano | ; = 2,5 S5 = 2~
, X max X I
neutro e zero. Portanto a ¢ C Iz
superficie neutra tem de passar My
pelo centroide da seccao. Ox = =7 I, — momento de inercia
Z
9
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O Vigas - Modulo de elasticidade da seccao
l

Capitulo 4

dos Materiais

encia

N

Resist

A = 24 in?

= §in.

T \ /J N d
&
_' ______ S R R S e — - . R ——
N. A.
p)
) N
i 1 1
(a) S-beam (b) W-beam

A tensao normal maxima provocada por flexao €
dada por:

S —modulo de elasticidade
da seccao

Omax
I
z

Mc M
S

Uma viga com maior S tera, logicamente,
menor valor de tensao maxima.

Considerando uma viga retangular,

Entre 2 vigas retangulares com igual drea
transversal, a que possuir maior h tera maior
capacidade de resisténcia a flexao.

Os perfis normalizados (I, H, U, etc) sao
projetados para possuir elevados valores de S.
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Vigas - Propriedades de perfis normalizados

Y
Norma _:
DIN 1025-2
£
v ]
/‘ —
- *
Dimensions for : |
| |
Section Sec- _ _ |
symbaol*) tion M?nsm S:ia;ﬂ | A y=y
area, . o . .
Bl b s |t | nfineme| k/m |inmm K Sy i I, Sy iy |
1IPB : cm? em? cm cm? cm? cm |
100 100{ 100 | 6 10 | 12 260 204} 0587 : 450 B9 9| 416 167 335 253
120 1201120 | 65| 11 12 34,0 26,7 0,686 E 864 144 | 5,04 318 52.9| 3,06
140 140|140 | 7 12 | 12 | 43,0, 33,7| 0,805 1510 216 | 5,93 550 785| 3,58
160 1680|160 | 8 13 15 543 426 0,918 . 2 490 311 | 6,78 889 111 | 4,05
180 180|180 | 85| 14 15 6531 51,2 1,04 ! 3 830 426 | 7.66| 13860 151 | 4,57
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Flexao Simples ou Flexao Transversal — esforco transverso

_ _ Esforco Transverso
i 1\' As estruturas sujeitas ao esforco de
| F corte sofrem internamente tensdes de
] | corte que variam ao longo da sua secao.

(a) Before deformation

Transverse
shear stress

shear stress ~ =" BC0
v b\

(b) After deformation

Quando o esfor¢o transverso € significativo
as seccoes ja nao se mantéem planas.

A tensao de corte € geralmente ignorada
quando a razao entre comprimento e a
altura da viga for igual ou superior a 10.
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Flexao Simples ou Flexao Transversal — esforco transverso

Determinacao das tensoes de corte.
Capitulo 4

w

Fy F,

1ais

Area = A’

Section plane

%

i

g e

Resistencia dos Mater

Fernando Batista - Escola Superior de Tecnologia e Gestao de Leiria - 2019



Flexao Simples ou Flexao Transversal — esforco transverso

Capitulo 4 o

|

el

Fazendo o equilibrio das forgas, ) F, = 0

e ————— e — —
— — — — — — v — —

Z

Resistencia dos Materiais

Q= yda' =54
AI

Fernando Batista - Escola Superior de Tecnologia e Gestao de Leiria - 2019

A

T(tdx) = —j

dx

Vi Y

Momento estatico de Inercia
da figura plana
em relacao a linha neutra

odA’ —j o'dd' =0>
/ AI

+ dM

(7)o, (%
M) o [ (M
AI IZ AI

I

dM
dM 1 (dM g%
= t(tdx) = | — ydAd' = 1=—|— ydA' 2z
I AI t IZ AI

) ydA'



O Flexao Simples ou Flexao Transversal — esforco transverso
r

Capitulo 4

Resistencia dos Materiais

\ b | \~l~)|2:‘ A

Vigas de seccdo retangular

Momento estatico de Inercia

o=ve=peifi) o)

A 1 [/ h? bh3
— | _ 52 _
=>Q—2< y>b ==

A distribuicao da tensao de corte é parabolica.
A tensao de corte é maximaem y = 0.

3V
Tmax = EZ
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O Flexao Simples ou Flexao Transversal — esforco transverso
r

Capitulo 4
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Vigas de seccdo circular

Momento estatico

a2 o o33
de Inercia Q=y4 —g(R —1%)2

Momento de Inercia I, =—

VO 4V r%\2
IT=—=—1———\|1——
tl, 3mR? R?

A distribuicao da tensao de corte é parabolica.
A tensao de corte € maxima em r = 0.

4V

Tmax = §Z
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O Flexao Pura desviada

e Ate agora, a analise de flexao pura esteve

Capitulo 4 o o
limitada a elementos sujeitos a momentos
fletores que atuam num plano de simetria
do elemento (Fig. A e B).
S * Os elementos permanecem simétricos e
© yuui

Fig. A Fig. B fletem no plano de simetria.

¢ O eixo neutro da seccao coincide com o eixo do momento.

e Consideramos agora situagoes em que 0s
momentos nao atuam num plano de

simetria do elemento (Fig. Ce D).

Resistencia dos Mater

* Nao se pode assumir que o elemento ira fletir segundo o plano do momento.

* Nestas situacOes, geralmente, a fibra neutra da seccao nao coincide com o
eixo do momento.
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O Flexao Pura desviada

O principio da sobreposicio € aplicado para

Capitulo 4
determinar a distribuicao de tensdes na situacgao
mais geral de Flexao Pura desviada.
2 Decompor o momento nas respetivas
& componentes segundo cada uma das direcoes:

M, = Mcos(0) M, = Msen(0)

Associar as tensoes M,y M,z

existentes em cada direcdo: | %% =~ I, T L,

No linha neutro temos, g, = 0

Resistencia dos Mater

_Mcos(@)y Msen(H)z: M\ 77 y
I, I, /'L
ILsen(8) vy ¢/ o N [C
===t
Iycos(8) =z 9(¢) Z {
.'""; _______ !
v =7t9(0) -z,
2 Vo |
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O Flexao Composta

A distribuicao de tensao devida a cargas
excéntricas € determinada por sobreposicao de:
- distribuicao uniforme devida a carga centrada;
- distribuicao linear devida ao momento fletor;

Capitulo 4

141S

Carregamento Excentrico: F =P M, = Pd

P M,y
M+=0V=0N+0T=0 @ = (@) aaian = (Gx)flexéo = Z - I,

A validade deste resultado requer que:

- as tensoes fiquem abaixo do limite proporcionalidade;

- as deformacgoes tenham efeito desprezavel na geometria;

- as tensOes nao sejam determinadas na vizinhanga dos pontos de aplicagao
da forca;

Resistencia dos Mater
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Flexao Composta desviada

* Considerar um elemento reto solicitado por
forcas excéentricas iguais e opostas.

 Por equilibrio estatico, a forca excéntrica €
equivalente a uma forca centrada e a dois
momentos:

P — Carga concentrada M, = Pa M, = Pb

Pelo principio da sobreposicao, a distribuicao de
tensoes € dada por:

o by : P M M.z
' A _/\ 0, =—— zy + y
g A 1, I,

Como a linha neutra g, = 0 pode ser determinada
P segundo:

A My P Myz _ _LMy Pl
I, AL YT Lm,” " AM,
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Concentracao de Tensoes

3.0 3.0
1R\ ;
2.6 2.6
\
N AN
29 \ ) 2.2 A\
i . N
SN\ HEENNNY
K 2.0 N L K 2.0 oD 1\05
1.8 -\\ \\ e 1.8 Py \\\
1.4 \\\\\ ] 1.4 e
N 102
1.2 1.01 1.2
1.0
l.()() 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.3 0 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30
rid r/d
A concentracao de tensoes pode ocorrer:
.. _ Mc
* Na vizinhanca dos pontos onde os esforgos sao Omax = K¢ —

aplicados;

* Na vizinhanca de variacoes bruscas de seccao;
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Equacao da Linha Elastica

Capitulo 4 y Retomando o equilibrio estatico na seccao e a extensao
segundo o eixo x, temos;

y
7)) = —= o, = E&,
o | p
)
o | ’
ol
2 '
& o, = Y M, =]—y0di
> p A
7))
Z \ 1
o |
og E 2 EIZ 1 M
E Mz=j—ydA=— = S <1
<Q AP p P IZ
hd
7
©
S Curvat

— - Curvatura

= p

p -Raio de curvatura
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Equacao da Linha Elastica

HKN 2y Considerando um ponto Q da linha elastica, temos:
le.“) m—>f<3 m-”<—3 m —>
| y y(x) - deslocamento
A . vertical

O X

y(x) 0(x) 0(x) - rotagéo da
“““ - seccao
e 5 ® £
dZ
Pelo calculo 1 d_x}zl d2y
matematico temos: P, - ! , % ~ dx2
1+ (@)
dy / dx

O(x) = —
x dx

~ ~ dy , .
As rotacOoes sao pequenas logo = é muito pequeno
G peq go — peq

1 M, d’y M,(x) | Equacdo diferencial
p L, dx?2  EIl, da linha elastica
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O Equacao da Linha Elastica

Capitulo 4 i d’y M,(x) E ) 3 Q 3 Mz(x)d L
i dx2 EL, | 1° Integracao dx EL X T L1
7
© i
< - M,(x
oy 2° Integracao y(x) = j j ;; ) dx + Cy dx + C,
Z

As constantes C, e C, sao calculadas
com as chamadas condi¢oes de fronteira

Resistencia dos Mater
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Equacao da Linha Elastica - Exemplo

Exemplo

1 - Reac0es

4 - Deslocamentos

2 — Momento fletor J 1/
dv(x) dM(x)
dx o) dx e
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