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Resistencia dos Materiais

Capitulo 2 Elasticidade Linear

- Circulo de Mohr

Acetatos baseados nos livros:
- Mechanics of Materials - Beer & Jonhson

- Mecanica e Resisténcia dos Materiais — V. Dias da Silva
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O Carregamento Genérico: Tensoes
F

Capitulo 2 Y A" Um elemento sujeito a uma combinagao genérica
de cargas € separado em dois sub-elementos por
um plano aleatorio.

7
oy
<
oy

A forca F e o momento M representam a
resultante de forcas interiores distribuidas na
superficie de corte.

Se considerarmos uma area relativamente
. pequena, AA, admite-se que a forca se
distribui uniformemente nessa area.

Resistencia dos Mater

AF dF

3 T=lim —=—
Vetor Tensao A }E}o A dA
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O Carregamento Genérico: Tensoes
r

Capitulo 2 Tensdao Normal o = Tsen(a)
Tensao de Corte T = Tcos(a)

A orientacao da superficie infinitesimal dA (faceta)

7! : ; .
2= num sistema cartesiano xyz pode ser definido por
= um vetor 7 de comprimento unitario, perpendicular
i ao plano da faceta e com o sentido que aponta para
S f
S ora.
Z Y Este vetor designa-se por semi-normal da faceta
o e fica completamente definido pelos cossenos dos
. y \ angulos que faz com os sentidos positivos dos eixos
?:J L) S de referéncia.
) o Cossenos diretores
hd
o2 >
I n, = cos(n,x) = (n,x) = cos(p) =1
~ n, = cos(il,y) = (n,y) = cos(B) = m

n, = cos(n,z) = (n,z) = cos(y) =n

I?+m?+n%=1

4
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O Carregamento Genérico: Tensoes
P

Capitulo 2 % Vamos considerar o mesmo elemento sujeito a uma
combinacao geneérica de cargas e vamos separa-lo em dois
sub-elementos por um plano que passa por Q e é paralelo

B ao plano yz. o
y= A distribuicao das componentes
oy

internas de tensao pode ser
AF = AFX + Al_/;,x+ AV*  definida como,

_ o AFF

Ox A,}lrllo AA
LA A
tey T 0450 A4 2 T a0 TAA

Por razoes de equilibrio, uma forca
interna igual e de sentido oposto
tem de ser exercida no outro sub-

. . elemento.

Resistencia dos Mater
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Capitulo 2

dos Materiais

encia

N

Resist

Estado de Tensao

R

Envolve-se o ponto Q num cubo (dxdydz)
com 6 facetas. Uma faceta perpendicular a
um dos eixos coordenados, sera uma
faceta positiva se a sua semi-normal tiver
o sentido correspondente ao sentido
positivo do eixo a que € paralela.

Convencao de Von-Karman :

- Sao consideradas positivas as tensoes na
faceta positiva que tem o sentido positivo
do eixo a que sao paralelas.

- Usa-se a notagao oy, 0, e 0, para as tensoes normais que atuam em facetas

perpendiculares aos eixos x, y e z.

- As tengOes tangenciais sao designadas por 7;;, representando o primeiro
indice a direcao da semi-normal a faceta e o segundo a direcao do vetor
tensao tangencial. Assim, por exemplo 7,, designa a tensao tangencial que
esta na faceta perpendicular ao eixo x e tem a direcao do eixo y.

- As forgas exteriores consideram-se positivas quando tiverem o sentido
positivo dos eixos de referéncia.
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O Estado de Tensao — Equacoes de Equilibrio

Capitulo 2

1ais

Resistencia dos Mater
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FEquilibrio de rotagao em torno do eixo x’.

Considera-se um sistema de eixo xy'z’
no ponto Q.

Equilibrio no interior.
Desprezando as forcas de massa,

estamos em equilibrio de translacao
(LF=0emux’, yez.

o, (faceta positiva) = o, (faceta negativa)
0y = 0y € 0, = 0.

Equilibrio de Rotacao.

O somatorio dos momentos em relagao a qualquer dos trés eixos tem que ser
nulo. Considerando o somatorio dos momentos em torno do eixo x” temos,

dy dz
2| 7y,dx dz7 — 2| 75ydx dy7 =0=

Tyz = Tzy 5 Ty = Tyx € Tyxz = Tzx

As componentes das tensOes tangenciais, que atuam em duas facetas
ortogonais e sao perpendiculares a aresta comum as duas facetas, sao iguais
e tém sentidos tais que convergem ambas para a aresta comum ou divergem

ambas da mesma.
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O Estado de Tensao — Equacoes de Equilibrio
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Tz Tz 70
Oz v ¥
7 o s
£ 9y e,
Q, = 10 &7
1, = mQ
- lJ QZ - nQ
R
Qy
Qy = Qcos(n,y) = mN

As duas restantes equagoes sao obtidas
da mesma forma.

Equilibrio na fronteira
Considerando um tetraedro
elementar junta a superficie do corpo.

X,Ye Z - Sdo as componentes da
resultante da pressao aplicada a
superficie.

Equilibrio das forcas segundo a

direcaox, ), F, =0

XQ — 0,10 — 1, mQ —7,,n0 = 0

flax + MTyy + NTy, =

.

Ity + moy, + nty, =

N < >

&lrzx + mt,, + no, =
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Tensoes numa faceta arbitrariamente orientada

Estabelecendo as equacgOes de
equilibrio das forcas que
atuam num tetraedro, e fazem
uma analogia ao caso anterior
podemos concluir as seguintes
equacoes:

Equacoes de Cauchy

Ty = loy + MTyy + NTy,
T, = lty, + mo, + nt,,
T, = Itz + mt,, + no,

Notacao matricial:

T Ox Txy Txz](1

T, Tzx Tzy Oz |\n

ry = |oy] 3

Tensbes numa faceta arbitrariamente orientada.

Os elementos da matriz [O’i j] sao suficientes
para determinar a tensao em qualquer faceta
que passe pelo ponto o, ou seja, definem
completamente o estado de tensao em torno
do ponto o.

[0;; ] - Tensor das tensoes

- No [g;; ] os seis elementos sao independentes,
logo a matriz € simétrica.

- Projetando o vetor T na direcao da normal a
faceta, temos a componente normal da tensao:

o =Ty + mT, + nT, = o = [0, + m?0, + n°0, + 2lm1,, + 2Int,, + 2mnt,,
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Transposicao de eixos de referéncia

Quando se altera o sistema de
eixos de referéncia, o tensor

das tensOes passa a ser
representado por outras
componentes.

Depois de algum calculo
matricial, temos a seguinte

relacao entre os tensores:

[Ui’j] . [l]t[aij ][l]

Em que,
O'xl Tx/y/ Txlzl
!
[O-ij] — Tylxl O'y/ Tylzl
TZ/xl TZIyI O'Zr
Ox Txy Txz
Tzx sz Oy

Ty

| _>Tyz
o 4

Ty
|
T: |
zy ‘ Tia j_*ffx
0 " Tem '
7~ z

z

/

Transposi¢ao de eixos de referéncia. 2
(xhx) ,x) (z',x)
=%y 0Ly (@)
(x,z) '2) (z,2)

Os elementos da matriz [I] sao os cossenos
diretores entre os respetivos eixos dos dois
referenciais.

A matriz [I] é constituida por vetores
ortogonais, e uma vez que o produto escalar de
vetores ortogonais € nulo;

(=== |o;]=[1]a}] [11*
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F

Tensoes principais e direcOes principais

Considerando o mesmo estado de tensao, € sempre possivel escolher um
sistema de eixos ortogonal [0 xyz'], em que as tensOes de corte sao nulas
existindo somente tensdes normais. Estas tensoes normais designam-se de
Tensoes Principais e as respetivas direcoes de Dire¢des Principais e os planos
por Planos Principais;

Considerando um plano (faceta) principal, a T, = lo

tencao tangencial € nula, logo T = ¢ pelo que as T —mo

componentes do vetor tensao sao dadas por : 731] — o
| =

Substituindo em,

Tx O-x Txy sz l O-.X' —0 Txy TxZ l O
o)
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O Equacao Caracteristica e Invariantes do tensor
&

Este sistema s tem solugOes nao nulas, se as equagoes que o constituem forem

Capitulo 2 ] . | .
linearmente dependentes, isto €, se o determinante for nulo.
O — 0  Tyy Tyz Equacao
o Tyx Oy—0 Ty, |=|—-63+1,02—10+1;,=0 | caracteristica do
= Ty Tzy 0;,—0 estado de tensao
© yuui

L =0y +0,+o0,

_ 2 2 2
S = 0x0y10,0,%0,0, — Tyy — Txz —Tyz

O-x TXZ
12 - |

Tx y4 O-Z

Tyy Oy Ty G

Ox Txy Txz
_ _ 2 2 2
I; = |Tyx Oy Tyz| = 05040, 2Ty Tz Ty; — OxTyz — OyTyz — O,Txy

Tzx Tzy Oz

Resistencia dos Mater

As quantidades I4, I, e I3 tomam valores independentes do referencial usado,
pelo que sao designados por Invariantes do estado de tensao.
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Equacao Caracteristica e Invariantes do tensor

Calculo das tensoes principais e dire¢cdes principais

Capitulo 2
O, — 0O Txy Tyz l 0
Tyx 0Oy —0 Tyz ]{m} = {0} (1)
7)) Ty Tzy Oz —0]\n 0
oy
=
—03+ Lo —Lo+1;=0 (2)

- As raizes da equacgao (2) satisfazem o sistema de equacgoes (1), sem que os trés
cossenos diretores [, m e n tenham que ser simultaneamente nulos.

- Elas representam as tensdes normais que atuam nas facetas em que a tensao
tangencial € nula, ou seja, as tensoes principais.

- As direc¢des principais sao obtidas substituindo no sistema (1) o por uma das
raizes da equagao caracteristica (2).
- Como s3o linearmente dependentes temos a condi¢ao|l? + m? + n* = 1| que
temos sempre que satisfazer.

Resistencia dos Mater

- Habitualmente designam-se as tens0es principais por oy, g, e g3 com
g1 > 0y > 03.
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Tensor hidrostatico e tensoes desviadoras

Em materiais isotropicos interessa frequentemente distinguir a componente do
tensor das tensdes que provoca apenas variacao de volume do material e da
componente que provoca alteragoes na forma.

Ora, a variagao de volume de material isotropico resulta da atuacao do tensor
isotropico ou hidrostatico:

om O 0
I
[6/1=|0 on O com o = 011+ 02%0 _ 4
0 o 3 3

E frequente decompor o tensor das tensdes nas seguintes componentes:

loi | = lai;] + [oi]

Ox Txy Txz on O 0 Oy — Om Txy Txz
Tyx Oy Tyz|=10 o0, 0]+ Tyx Oy — Om Tyz
Tzx Tzy Oy 0 0 Om Tzx Tzy 0; — Om
tensor isotropico tensor tangencial puro
ou hidrostatico ou de desvio das tensoes
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Teoria das extensoes

dz + du = (1 4 ?“

e

1

a1

Yo

o1
10

/!
Il

Yo

Po 0]

Py

20

o

uwo

T

4]

dz + %%d‘r

Componentes do tensor das extensoes
Na maioria dos sélidos usados as extensoes e distor¢oes sao suficientemente
pequenas para poderem ser consideradas infinitesimais, assim desprezando
termos de segunda ordem, temos as seguintes relacoes deslocamento-extensoes:

i S [ _yxy_l du dv
== [T T2\ ox
0x y
Yy 22 2\0z ox

dw

_ Yyz 1(0v Odw
E, = — = —| — —
kz 0z \gyz 2 262+6y

Movimento dos segmentos dz = Py P, e dy = Py P> na deformacao.

tensor das extensoes

Ex Exy Exz
gzx gzy EZ
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Teoria das extensoes - Lei de Hooke generalizada

Capitlo2| ~ Para materiais isotropicos as dire¢oes principais das extensdes coincidem
com as dire¢Oes principais das tensoes.

Podemos assim relacionar com a lei de Hooke as tensdes principais com
as extensoes principais e vice-versa.

1ais

( 1 (
g = E(Gl —v(oy, + 03)) o, = a0 =20) ((1 —v)e; + ve, + veg)
1
162 = E(Uz — (01 + 03)) {0, = 1+ v)l(?l ~20) (ve; + (1 —v)e, + veg)
1 E
\83 = E(O'S — U(Ul + 02)) k0'3 = (1 m U)(l = ZU) (Ugl + ve, + (1 == U)g3)

Resistencia dos Mater
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Analise bidimensional do estado de tensao

Em muitas das aplica¢Oes da teoria das tensdes uma das dire¢des principais €
conhecida “a priori”, por exemplo a tensao numa placa fina sujeita a forgas
contidas no seu plano médio, os estados de tensdao encontrados na maior parte
das barras carregadas axialmente, veios de torcao, barras, cascas, entre outras,
correspondem ao chamado estado de tensao plana. Por simplicidade,
considera-se que a direcao principal conhecida € a direcao 3 e que esta direcao
principal coincide com a direcao do eixo z. Por consequéncia, a analise
bidimensional faz-se no plano xy.

Oz = Txz = Tyz = 0 a,

Ou seja, Q.:.
_[9x  Txy / |
03] = [Tyx ay] .
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O Tensoes numa faceta arbitrariamente orientada
r

Considere-se um prisma triangular.

Capitulo 2
v Estabelecendo o equilibrio das forcas que atuam
na direcao 6, obtém-se
N 0g dz ds = 0, dz dy cosb + o, dz dx senf +
© yu{
g z + Tyy dz dy senb + T, dz dx cosf
Y Tendo em conta que ~ @X = ds seno
S dy = ds cosf
S lemos, -
s 0g = 0y c0s*0 + 0, sen?8 + 21, senf cosb
= Ay o
Q % oA C
‘O Fazendo o equilibrio das forcas na diregao
<§ perpendicular a 8, obtém-se
n —Tg dzds + oy dz dy senf + T, dz dx senf =
é = Tyy dz dy cosf + o, dz dx cos6
Simplificando,
7 70 (0x 7 0y) send cosh + Tay (05”0 — sen’0) |
18
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O Tensoes numa faceta arbitrariamente orientada

Como se V€, as tensoes gy, gy € T,, permitem a determinagao da tensao

Capitulo 2
atuante numa faceta genérica definida pelo angulo 6.
09 = 0y c0s°0 + o), sen®6 + 21, send cosbH
7
= 19 = (0y — 0y) senb cosf + Ty, (cos?6 — sen?6)
©

Se se tiverem em conta as seguintes relagoes trigonométricas,

_________________________________________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________________________________________

Temos as seguintes expressoes que nos fornecem as componentes normal e
tangencial da tensdao na faceta genérica 6, a partir das componentes do tensor
das tensoes.

Resistencia dos Mater

g, + O O, — O

0g = — > L = > Y cos(26) + Ty sen(20)
Oy — Oy

To=—"F sen(20) — 1,y cos(20)
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Tensoes e direcOes principais

Com estas expressoes podemos analisar a evolucao de oy com a orientagao da
tfaceta. Derivando a seguinte expressao em ordem a 8 e igualando a zero,

Capitulo 2

o, +O O, — O
Og = ad 5 L= > Y cos(26) + Ty sen(26)
%))
'S do
= a—; = —(ax — O'y) sen(20) + 2ty,, cos(20) =0 =
2Ty 1 2T,
= g( p) o0, 6, > arctg <0x — ay>

Temos dois valores de 8, que diferem de ™/, que nos dao um valor maximo e
um valor minimo de gg 0 que vai corresponder 74 = 0.

Isto significa que temos duas dire¢Oes ortogonais entre si que definem facetas
em que a tensao tangencial € nula e a tensao normal atinge os seus valores
maximo e minimo.

Estas direcOes sdao as direcOes principais e os valores correspondentes da
tensao normal sao as tensdes principais.

Resistencia dos Mater

Designa-se a tensao normal maxima por o, e a tensao normal minima por o,.
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O Tensoes e direcOes principais
r

capitulo2] As tensOes principais podem ser calculadas substituindo os valores de 8, e 6,
na seguinte expressao.
2Txy Ox + 0y, Oy —

o
=0, = 0p1 €0, = 09 = > + > Y cos(26) + Ty Sen(26)

tg(26,) =

Tendo em consideragao as seguintes relagoes trigonométricas

_____________________________________________________________________________________________

| _ tge) _ |
) = e | T e |

______________________________________________

_______________________________________________

Resistencia dos Materiais

{Z_;} _ Oy ‘; Oy {t}\/(@) + T)%y tg(zep) = s

21
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Tensao de Corte Maxima e direcao

A determinacao da tensao de corte maxima pode ser calculada analisando a
evolucao tg com a orientacao da faceta.
Derivando a seguinte expressao em ordem a 8 e igualando a zero,

Oy — O
Tg = % sen(20) — T,y cos(20)
0t
0—99 = (ax — Jy)cos(ZH) + 27, 5en(20) =0 =

Ox — Oy 1 O, — O
tg(205) = ———— | = —_ _x
= S 2T,y 0, > arctg 20,

O valor da tensao de corte maxima € determinado da mesmo forma que
01 € 0y

01 — 0

Tmax 2
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Circulo de Mohr 2D

Se o sistema de eixos de referéncia coincidir com as dire¢oes principais, a
tensao tangencial sera nula e as tensoes normal e tangencial numa faceta
arbitrariamente orientada serao dadas por,

Oy

( o+o0, 0—0
o=— 241 2cos(Zcr)
) 2 2
0, — O
T =%sen(2a)

Em que a é o angulo que a normal a faceta faz com a
direcao principal 1.

As expressOes anteriores sao as equagoes
parameétricas de uma circunferéncia num referencial
cartesiano o — 7.

Baseado neste facto, Otto Mohr desenvolveu um
metodo grafico para a representacao do estado de
tensao.
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O Circulo de Mohr 2D

Representagao do circulo Mohr para o estado bidimensional de tensao.

Capitulo 2
! - A tensao de corte maxima é
. 01— 02
N Tmax = 5
© yuuy
4°)
o | - , .
o - A tensao de corte maxima
P ocorre em facetas que fazem
> o angulos de a =45° com as
7 direc¢oes principais (pontos B
,.8 e C).
4
© yuy
U
S
<Q
s G B
© yuy
7
é - O centro da circunferéncia tem as - Nas facetas onde ocorrem as tensoes
coordenadas: normais  extremas ( pontos da
o Lo circunferéncia sobre o eixo das abcissas)
1T 0 N .
(O‘m == 0) a tensao de corte € nula.
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O Circulo de Mohr - Convencao do sinal da tensao de Corte

Capitulo 2 T
J .
Considera-se a

" T tensao de corte positiva se o
v momento gerado por esse esforco
g+ o . . o c
i tiver o sentido horario.

<

el

>

S

.T

o

& o -

N T Considera-se a

E tensao de corte negativa se o
N momento gerado por esse esforgo
n aT tiver o sentido anti-horario.
7

~
5
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Circulo de Mohr — Exemplo 1

(Tmin
a

(a)

Fernando Batista - Escola Superior de Tecnologia e Gestao de Leiria - 2016
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Circulo de Mohr — Exemplo 2

Capitulo 2

28

141S

min Y' (0'},', i TX'\;"')

Resistencia dos Mater
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O Circulo de Mohr - Exemplo 3
Capitulo 2 T (MP a) )
Y]
10— |=
0
Lo
<
|
: |
= 10 MPa
= —Y» 40 MPa 40
8 ol A _ . l A o (MPa)
s * | 50 MPa B T
c
3 T 40
g l
-'i * Determinar as tensoes principais
%  Orientacao dos planos principais
~ » TensOes de corte maxima e respetiva
tensao normal e sua orientacao. 7))
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Circulo de Mohr - Exemplo 3

Resolugao pelo Circulo de Mohr

Capitulo 2

1ais

g...= 10 MPa

max

_v_/» \H \(Tmin e 30 Mpa
ol . \”
| X
* Omin —
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O Circulo de Mohr - Exemplos 4 - Carga axial

Capitulo 2 y
A
>

7} P’ P
oy — -

o= e - o, = el D
© yuy

3

e /
=

w Y

=)
o

c e d
© yuy

c \ /
<-'Q_)‘

P’ o’ P -

o= E

9 p)

P
o

~— 0,= P/A—
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