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Notacao, Conceitos Basicos, Métodos Variacionais e
Problemas Unidimensionais






Capitulo 1

Motivacao e Conceitos Basicos

1.1 Introducao

1.2 Formulacao do Problema Basico

A necessidade de técnicas para a aproximagcao de fungoes surge por diversas razoes. Entre elas,
a possibilidade de determinar uma solucao aproximada de uma certa equacao diferencial.

Considere, por exemplo, o problema de determinar o deslocamento transversal, u, de uma
viga de comprimento L submetida a uma carga distribuida ¢. Quando o material da viga é
elastico e dentro da teoria de pequenas deformacoes, este problema esta definido pela seguinte
equacao diferencial ordinaria:

d? d*u
e (E(x)](x)@> =q 2€(0,L) (1.1)
onde F é o moédulo de Young e I o momento de inércia da secao transversal.

O problema consistird em determinar uma fun¢do v = u(x) satisfazendo a equagao (1.1).
Pode-se observar, entretanto, que existindo uma solucao para (1.1), existirao infinitas solugoes
(se u é solugao entdo u + v, onde v é uma fungao linear em x, também é uma solugao) pois o
problema ainda nao foi totalmente definido, sendo necessarias outras informacoes.

Estas informacoes adicionais estao associadas ao valor que a possivel solugdo u e/ou suas
derivadas, inclusive até a terceira ordem, assumem nos extremos do intervalo (0, L), ou seja,
para x = 0 e x = L. Assim, por exemplo, pode-se estabelecer que,

du (0) du (L)

0) = =u(lL) = =0 1.2

w(0) = =2 —u(r) = - (12)

onde este tipo de restrigao corresponde ao caso de uma viga engastada em ambas extremidades.
Da mesma maneira, pode-se escrever para uma viga bi-apoiada,

d?u (0) d*u (L)

u(0)= 2 " (L) = dx?

ou, ainda para uma viga em balan¢o com uma carga P na extremidade livre,

du (0) d*u (L) d*u (L)
u(0) = == =0, —0, BI;

dz?

=0

=P

3
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O problema inicialmente apresentado estd assim colocado: determinar a fungao u = u (z)
definida no dominio [0, L], tal que satisfazendo as restrigbes nos extremos ¢ = 0 e z = L,
satisfaca a equagao diferencial (1.1). Estas restri¢oes recebem o nome de condigoes de contorno
e o conjunto formado pela equagdo diferencial (1.1) e as condi¢oes de contorno é conhecido
como problema de valor de contorno (PVC).

Supondo que este problema de valor de contorno tem uma tnica solucao, surge imediata-
mente uma primeira pergunta:

1. Como encontrar esta solu¢do u = u(z) ?

Quem ja trabalhou com equacoes diferenciais sabe que a resposta nao é simples. Para
determinados valores dos coeficientes E(x), I(z) e do termo independente ¢(x), uma
solucao analitica pode nao ser encontrada para o PVC considerado. Em geral, pode-se
dizer que a determinacao desta solucao requer uma grande familiaridade com os diferentes
procedimentos matematicos adequados a um ou outro tipo de equacao diferencial.

Dado o caso de nao se poder determinar uma solucao exata, seja porque a mesma nao pode
ser determinada analiticamente ou porque nao se esté familiarizado com os procedimentos
matematicos adequados para a sua detrminacao, surge a necessidade de determinar uma
funcao que de alguma maneira seja uma boa aprorimacdo da solucao. Esta necessidade
da lugar a uma série de novas perguntas:

2. Dada uma fungao u = u(x), o que se entende por uma boa aproximagao de u = u(z) 7
3. E possivel determinar uma solucao aproximada, u®, da solucao do PVC considerado?

4. De todas estas solugoes aproximadas, é possivel determinar a que melhor se aproxima?
E, caso afirmativo, como calcula-la?

Ao longo deste texto, trataremos de responder todas estas perguntas.

1.3 Conceitos Basicos

Como colocado anteriormente, um PVC consiste em determinar u tal que satisfagca a equacao
diferencial e certas condi¢oes de contorno. Esta funcao u estara definida em um certo dominio.
Se esta funcao depende de uma tinica variavel independente, o dominio serd um intervalo aberto,
no exemplo considerado (0, L); se depende de duas varidveis o dominio serd uma superficie; se
depende de trés variaveis sera um volume; etc. Por sua vez, neste dominio nao foi incluido o
seu contorno.

Seguindo esta idéia geral, pode-se dizer que um dominio é um conjunto de pontos do espaco
caracterizados pelas seguintes propriedades:

1. se z pertence ao dominio, logo todo ponto y suficientemente proximo pertence também
ao dominio;

2. dois pontos arbitrarios do dominio sempre podem ser unidos por uma curva contida
inteiramente no dominio.
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Figura 1.1: Dominio e seu contorno.

Matematicamente, a propriedade 1 é equivalente a dizer que todos os pontos do dominio
sao interiores e a segunda é que o dominio é conexo.

O contorno do dominio estd definido como um conjunto de pontos tal que toda vizinhanca
de cada um deles contém pontos que estao e que nao estao no dominio.

Daqui por diante, denota-se por €2 todo o dominio sendo S o seu contorno, como ilustrado
na Figura 1.1.

Ao longo deste texto, limita-se ao caso de contornos suaves ou suaves por parte. Um circulo
ou uma elipse sao exemplos classicos de um contorno suave, enquanto um contorno poligonal é
um exemplo de contorno suave por partes.

A unido dos conjuntos €2 e S definem o dominio fechado Q = QU S. Por sua vez, considera-
se neste texto somente o caso de dominios limitados, ou seja, dominios que podem sempre ser
incluidos em uma esfera de raio adequado.

Pode-se notar que este tipo de dominio é usual em problemas de Engenharia, onde o dominio
nao é outra coisa que a estrutura/componente que se estd analizando.

Antes de explicar o que se entendera por aproximacao, serd necessario introduzir alguns
outros conceitos, tal como espaco vetorial, norma e espagos normados.

1.3.1 Espacgos Vetoriais

Um espaco vetorial X é um conjunto nao-vazio de elementos, chamados vetores, sob os quais
definem-se as seguintes operacoes de adicao e multiplicagao por um ntimero real, satisfazendo
as seguintes condigoes e axiomas:

1. para todo z,y € X,z +y € X;

2. x +y =y + x, propriedade comutativa;

3. (x+vy)+2z=2x+ (y+ 2), propriedade associativa;

4. existe em X um elemento nulo 0 € X, tal que para todo x € X resulta z + 0 = z;

5. para todo = € X existe o seu elemento inverso, designado por —z, tal que x + (—z) = 0;

6. a multiplicagdo de ntmeros reais por elementos de X estd definida, ou seja Voo € R (R é
campo de nimeros reais) e todo z € X, o vetor ax € X;
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Figura 1.2: Plano E?.

7. dados o, € R e x,y € X, tem-se as propriedades distributivas em relacao ao produto
por um nimero real (« + )z = az + Sz e a adicao a(x + y) = ar + ay.

8. 1z = x, onde 1 é a identidade em .

Exemplo 1.1 O plano real E*. Seja X = E? o conjunto de todos os pares ordenados (x1,s),
x1 e xo € R sdo chamados de coordenadas do ponto ou vetor x, conforme ilustrado na Figura
1.2. Se a adi¢cao e multiplicagdo sao definidas de maneira usual,

T +y=(T1+y1, 72+ Y2)
ar = (axy, axs)

o conjunto X = E? resulta num espago vetorial, onde o elemento nulo é 0 = (0,0), e o inverso
ax é—r=(—x1,—T2).

Exercicio 1.1 Seja Cla,b] o conjunto de todas as fungdes continuas de valor real definidas no
intervalo [a,b]. Definindo-se a adi¢io e multiplica¢do por um ndmero real da forma usual, ou
seja, se f,g € Cla,b] e a € R entao f+ g e af estao definidos por:

(f+g)()=f($) g(x) = €lab
(af) () = af (z z € [a,b]

mostrar que o conjunto Cla,b] assim definido é um espago vetorial.

Exercicio 1.2 Se PC'[a,b] € o conjunto de todas as fungdes continuas por partes em |a,b|.
Dizemos que uma fun¢ao f € continua por parte em |[a, b], se e somente se tem um nimero finito
de descontinuidades e f: f(z)dx < co. Para a adigao e multiplica¢do por escalar definidos no
Ezercicio 1.1, demonstre que PC'la,b] é um espaco vetorial. Como € o elemento nulo em

PC'la,b]?

Exercicio 1.3 Seja P, [a,b] o conjunto formado por todos os polinémios de grau n ou menor
definidos em [a,b]. Com a defini¢do usual da adi¢do entre polinémios e multiplicagdo por un
nimero, demonstre que P, [a,b] é um espaco vetorial.
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1.3.2 Subespacgos, dependéncia linear e dimensao

Considere o espago vetorial X e seja Y um subconjunto nao-vazio de X, tal que para todo
Y1,Y2 € Y e todo a, 3 € R resulta ay; + By € Y. Neste caso, observa-se que Y é em si
mesmo um espago vetorial onde as operagoes de adicao e multiplicagao por un nimero real
foram induzidas por X. Diz-se que Y é um subespaco vetorial de X. Pode-se notar que o
elemento nulo de X também pertence a Y. Como exemplos de subespacos do espago vetorial
E3, citam-se a reta ou o plano que passam pela origem das coordenadas.

A combinacgdo linear dos vetores x1, xa, ..., T,, pertencentes ao espaco vetorial X, é um vetor
de X definida pela expressao

a1T1 + Qo + ... + QpTy

onde a;, i = 1,...,n € RN sao arbitrarios.

Introduzida a definicao de combinacao linear de vetores, define-se um conjunto de vetores
linearmente independentes. O conjunto de vetores {x;}i—1, € linearmente independente se a
combinagao,

a1x1 + ... + Ty,

¢ igual ao elemento nulo 0 se e somente se a; = 0 para todos os valores de ¢ = 1,2,...,n.
Reciprocamente, diz-se que um conjunto de vetores ¢é linearmente dependente se 0 mesmo nao
¢ linearmente independente.

Considere, agora, um subconjunto nao-vazio M C X, X espaco vetorial. O conjunto for-
mado por todas as combinagoes lineares dos elementos de M é chamado de spanM, ou seja,

spanM = {x;x = Zaixi,ai eR,x; € M}

=1

obviamente spanM é um subspaco de X, sendo chamado também subspaco gerado por M.

Um espaco vetorial X se diz de dimensao finita se existe um nimero inteiro positivo n, para
o qual existe em X um conjunto de n vetores linearmente independentes e todo conjunto com
n + 1 vetores ¢é linearmente dependente. Desta maneira, X tem dimensao n sendo denotado
por dim X = n. Em particular, se X é um espago nulo (X = {0}), diz-se que sua dimensao
é dimX = 0. Se X nao é um espacgo de dimensao finita, diz-se que o mesmo é de dimensao
infinita.

Ao longo destas notas, observa-se a importancia de ambos os tipos de espagos. Assim, por
exemplo, um certo PVC é equivalente a minimizar uma funcao definida, em geral, num espago
vetorial de dimensao infinita. A solucao aproximada sera, por outro lado, calculada sobre um
espaco de dimensao finita.

Exemplos de espagos de dimenséo infinita podem ser o espago C'[a,b] ou PC [a,b]. Entre
os espacos de dimensdo finita, tem-se o espaco Euclidiano Tridimensional E? com dim E? = 3
e o espaco de polinomios P, com dim P, = n.

Se dim X = n, logo um conjunto linearmente independente de n vetores formam uma base
de X. Neste caso, todo elemento x € X pode ser representado em forma tunica com uma
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combinagao linear dos vetores bases. Assim, se {x;} é uma base de X (dim X = n), logo

todo x € X arbitrario pode ser expresso como:

=1n

n
T = Z oy o € R sao unicos
i—1

onde os a;,7 < n sao as componentes de x na base {z;};_;.
Exercicio 1.4 Demonstre que dado o espaco vetorial X tal que dim X = n e sendo {z;},_, ,
—
uma base de X, todo vetor x € X pode ser representado através de uma Gnica combinagao
linear:
T =o1T1 + asxo + ... + apT,

Em geral, pode-se dizer que se X é um espacgo vetorial, nao necessariamente de dimensao
finita, e B é um subconjunto de X linearmente independente, tal que spanB = X, logo B é
uma base de X. Todo espago vetorial X # {0} tem uma base. A existéncia de uma base
para um espaco de dimensao finita é clara. Para espacos de dimensao infinita, a existéncia esta
fundamentada sobre alguns conceitos que escapam da finalidade deste texto.

1.3.3 Espacgos Normados

Para poder estabelecer o que se entende por aproximagao, é necessario introduzir alguns con-
ceitos relacionados com a generalizacao da idéia geométrica de distancia entre pontos do espago
tridimensional.

De fato, quando trabalhamos sobre a reta real (E'), a distancia entre dois pontos (ntimeros
reais) a, b, estd dada por:

d=la—10

e com este conceito de distancia, é possivel decidir que um ponto a esta prorimo de outro b, se
a distancia entre ambos os pontos é pequena. Este conceito também é claro quando toma-se
E? e E5.

No entanto, supondo uma fungdo v = wu (z), x pertencente a um certo dominio, baseados
em que conceitos pode-se dizer que u é uma funcao proxima de uma outra funcao v?

Para responder esta pergunta serd necessario estender o conceito usual de distancia em
E' E? e E3.

Antes de realizar isto, analiza-se um pouco este conceito geométrico usual. Assim, em E*,
o valor absoluto de um niimero a, representado por |a|, é um ntimero real que se caracteriza
por satisfazer as seguintes propriedades:

1. |a| >0 e =0 se e somente se a = 0;

2. la+0b| <la| + ).
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Figura 1.3: Soma e subtracao de vetores.

Da mesma maneira, em E? estuda-se que o tamanho de um vetor z, caracterizado por sus
componentes (z1,x2), estd definida por:

el = /ot + 23
satisfazendo ainda
1. |lz|]| > 0 é igual a zero se e somente se o vetor é nulo.
2. [lax| = [of [lz] , o € R
3. [lx+yll < |lz|l + ||yl (desigualdade triangular)
Por sua vez, a distancia entre os pontos x,y é definida através do vetor = — y, ou seja,
oyl = lly ~ =

Estes conceitos podem ser generalizados para os vetores de um espago vetorial geral X.
Seja um espago vetorial X, a norma de um vetor x € X é uma fungao de valor real designada
por ||z|| satisfazendo as propriedades:

1. ||z|]| > 0 é igual a zero se e somente se x = 0;
2. [lax| = [od [lz]l, o € R
3. |z +yll < |lz|| + ||yl ,(desigualdade triangular)

Por sua vez, a norma anterior induz uma medida ou métrica em X, permitindo estabelecer
a distancia entre os elementos de X. Esta métrica é designada por d estando dada por

d(z,y) = |z =yl

e diz-se que d ¢é a medida induzida pela norma ||-||.
Um espaco vetorial X, onde foi definida uma norma, é chamado de espaco vetorial normado.

Exercicio 1.5 Seja C'[a,b] o espago vetorial de todas as fungoes continuas em [a,b].

o A fungao ||f|| = max,cpp |f ()| € uma norma? Explique sua resposta.
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Figura 1.4: Aproximacao de funcoes.

o A fungao || f|| = (ff |f (z)] dm) ¢ uma norma? Explique sua resposta.

Exercicio 1.6 Seja C'[a,b] o espaco vetorial de todas as fungoes continuas com derivadas
primeiras continuas em [a,b]. A func¢ao:

171 = ma |1 ()| + max |1 (@)

z€|a,b] z€la,b]

onde f = 4 ()

I ¢ uma norma em C*[a,b] ?
T

De acordo com o que tem sido visto, dado um espaco vetorial normado X, pode-se introduzir
uma medida d estabelecendo que d(z,y) = ||z —yl|, onde ||-|| é a norma de X. Através
desta medida, pode-se entender o critério de aproximacao. Como ¢é natural, esta aproximacao
dependera da medida adotada.

De fato, suponha C! [a,b] o espaco vetorial de todas as fungdes continuas com derivadas
primeiras continuas em [a, b]. Considere a seguinte defini¢do de norma

IfIl = maxeepap |f ()], f € Cla,b]

e sua métrica induzida,

d(f,g) = max |f (x) — g (z)|

z€la,b]

Logo, dada a funcao g € C'[a, b], diz-se que f aproxima, com um erro ¢ (¢ > 0), a fungao g
se:

A(£,9) = 11 = gll = may | () = g (2] < =

A interpretacao geométrica do enunciado anterior pode ser vista na Figura 1.4.

A Figura 1.4 também mostra que tanto f quanto f; aproxima g em e. Entretanto, pode-
se perceber que a derivada de f se comporta de uma maneira similar a derivada de g, nao
ocorrendo o mesmo com a de f;, a qual é totalmente diferente da derivada de g.
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Figura 1.5: Funcao de aproximagao.

No exemplo anterior, observa-se que caso se queira aproximar g de maneira a aproximar
também a sua derivada, a medida utilizada para estabelecer o quao proximo esta uma funcao
de outra nao é adequada. Para este caso, tem-se que utilizar, por exemplo, a seguinte medida:

A(f,9) = max | () g ()| + max |f' (x) = g (2)

€la,b] z€[a,b]

Veja outro exemplo interessante. Considere o espago vetorial C [a,b] e tome as seguintes
normas,

L1 = max |f (@)
2 £ = 21 ()] da

Como foi visto, cada uma delas define uma métrica. Em particular, tome g = g (x) = 0
para z € [a,b] (ver Figura 1.5) e tome a fungao f = f (z) definida por:

(1) z € la, b\ [zg—e,x0 +€],20 € (a,b)
f ) = Lz — (zo—€)] xe[x(:)—&xo]
“(@wo+¢e)—a] =€ |z, mo+¢]

A partir do exposto anteriormente, fica facil de ver que,

di(f,9) = max |f(z) - g(z)| =1

z€[a,b)
B(f.9) = [17@) o)l de = [ |f(@)dr = L2 x 1) =

Adotando a métrica d;, observa-se que qualquer que seja o valor de €, sempre tem-se

di(f,g) =1, isto é f ndo aproxima g quando a métrica d; é adotada. Nao ocorre o mesmo com
a segunda métrica ds, onde para € — 0 tem-se da(f, g) — 0.
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Desta forma, uma meétrica conveniemente escolhida permite incluir fungoes aproximantes
que outras métricas descartariam.

Como sera visto adiante, no problema de integracao de equacgoes diferenciais, a métrica a
ser empregada dependerd do tipo de equagao diferencial (operador) que governa o problema.

1.3.4 Espacos com Produto Interno

Nas secOes anteriores, foi introduzido os conceitos de espacos vetoriais e espacos normados.
Ambas defini¢oes permitiram generalizar as idéais bésicas de algebra vetorial. Desta maneira,
torna-se possivel somar e multiplicar por escalares (nimeros reais) entes matematicos dos mais
variados tipos, denominados, de forma geral, vetores. Por sua vez, com a definicao de norma
de um vetor, estendeu-se o conceito de comprimento de um vetor.

Entretanto, nos espagos normados deixou-se de lado alguns conceitos titeis na algebra veto-
rial, tal como o produto escalar (ou produto interno) de vetores,

n
v--w = Zviwi
i=1

sendo v; e w; as i-ésimas componentes dos vetores v e w, respectivamente.
Este produto escalar permite também definir o comprimento do vetor,

ol = (3 02)

e ainda a condicao de ortoganalidade,
vow =0

Surge assim a necessidade de generalizar estes conceitos a espagos vetoriais arbitrarios. Na
verdade, esta generalizacao é possivel, dando lugar aos chamados espacos com produto interno.

Como veremos mais adiante, os espacos com produto interno sao uma espécie particular
dos espacos normados e historicamente, elas surgiram antes dos espagos normados. A teoria
destes espacos detém numerosas caracteristicas do espaco Euclidiano centrando-se sobre toda
na ortogonalidade.

Um espago com produto interno é um espaco vetorial X, onde se define um produto interno.
O produto interno em X é uma funcao de valor real tal que, para cada par de vetores x,y €
X (em outras palavras definida em X x X) define um ndmero real, designado por (z,y),
satisfazendo as seguintes propriedades:

1. simetria: (z,y) = (y, x);
2. propriedade distributiva: (x + vy, 2) = (z,2) + (y, 2);

3. {ax,y) = a{zx,y)

4. (z,z) > 0e =0 se e somente se z =0



1.3. Conceitos Basicos 13

Exemplo 1.2 Seja o espago FEuclidiano n-dimensional E™:
E" ={z;x = (21,29, ..., T,) ,x; € R}

onde cada vetor x de E™ € o conjunto ordenado de n numeros reais chamados de coordenadas
do ponto x. A adicdo e multiplicacdo estdo definidos como usualmente. O produto interno
(x,y) estd definido por:

(T,y) = 191 + Toyo + ... + TpYn

Exemplo 1.3 Considere o espago vetorial C? [a,b], onde pode-se definir os sequintes produtos
mternos:

o (z,y)=[la(t)y(t)dt

o (z,y) =2 {z )y @)+ )y ()} dt

o (ry) =[xy +2 () &) +2" 1)y (1)} dt

o (z,y)=[Po(t)x(t)y(t)dt,o(t) >0 é uma fungio continua.

Exemplo 1.4 Outro espaco usual na mecanica € o espaco vetorial formado por todas as funcdes
quadrado-integrdveis em a, b, por exemplo, ou seja o conjunto formado por todas as fungoes f (x)
tal que:

b
[ F @) de < o0
a
Designa-se este espago vetorial por Ls [a,b] e define-se o sequinte produto interno:
b
(o) = [ f@)g(@)de
a
Aqui deve-se levar em conta que as integrais anteriores sao tomadas no sentido de Lebesque.
Como pode-se perceber, o produto interno induz uma norma
1
2]l = ({z, z))

e desta vem a métrica,

[V

d(z,y) = |lz —yll = (z —y,z —y))

Logo, todo espago vetorial com produto interno é um espago normado (o reciproco nao é
verdadeiro). A seguir, verifica-se que a norma induzida pelo produto interno é realmente uma
norma. De fato:

L ||lz|]| = ((m,x))% > 0 e = 0 se e somente se x = 0 como deduz-se pela propriedade 4 do
produto interno;
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wcos@

Figura 1.6: Produto escalar de vetores.

N[=
N[=

2. az|| = ((az,ax))? = |a| ({(z,x))2 = |a|||z|| como pode ser visto pela propriedade 3 do

produto interno;
3. lx+yll < |lz|]| + ||yl (desigualdade triangular).

Para demonstrar que a norma induzida pelo produto interno satisfaz 3, deve-se provar antes
outra desigualdade importante, conhecida pelo nome de Cauchy-Bunyakovsky.

De fato, o produto interno foi introduzido para generalizar o conceito de produto escalar
de vetores. Observa-se também que dados os vetores u e v (Figura 1.6) de médulos |Jul| e ||v]|
respectivamente, o produto escalar pode ser expresso da seguinte forma:

w-v = |ull [[o] cos
Em virtude de que |cosa| < 1, tem-se:
- o] < Jull o]

Portanto, resulta natural que o produto interno (generalizacao do produto escalar) também
satisfaga esta desigualdade. Logo, dados os elementos do espaco vetorial X com produto interno
resulta a desigualdade de Cauchy-Bunyakovsky,

<@y > <]yl

Para demonstrar a relagao anterior, seja A € R arbitrario. Logo, para todo A e da pro-
priedade 4 do produto interno vem que,

<z+Ay,z+ Ay >>0

Desenvolvendo o primeiro membro da desigualdade e fazendo uso da simetria (propriedade
1 do produto interno),

<xr >N <a,y >+ <y, y>>0

A expressao anterior é quadratica em A e nao-negativa. Logo, seu discriminante deve ser
menor ou igual a zero, ou seja,
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(<z,y>)’—<z,z><y,y><0
Da expressao anterior, segue-se que,
1 1
<z, y > <(<zz>)2(<y,y>)? =z [yl

Prova-se assim a desigualdade de Cauchy-Bunyakovsky. Com isto nao é dificil mostrar que
a norma induzida pelo produto interno satisfaz a desigualdade triangular. Portanto,

lz+yl|” = <z4yz+y>=<z,2>+2<z,y>+<yy>
< <max>2|<zy >+ <y,y>
2 2 2
< llzll™ + 2z [yl + lyl™ = =l + [lyl)

de onde,
lz +yll < =]l + [yl

1.3.5 Operadores

Na secao 1.2, foi visto que o problema de flexao transversal de uma viga bi-engastada estava
definido pelo problema de valor de contorno:

j—; [E () I (x) %1 =q (0,L) (1.3)
w(0)=u (0)=u(L)=u (L) =0 (1.4)

onde a equagao diferencial estd definida em um certo dominio, neste caso (0, L), e onde as
condicoes (1.4) estdo definidas no contorno deste dominio, = 0 e z = L neste caso.
No primeiro membro da equagao (1.3), pode-se distinguir:

1. uma funcdo u = wu(x) definida em Q = (0,L) sobre a qual realiza-se uma série de
operacoes, que neste caso sao a multiplicacao e diferenciacdo. Observa-se assim que
esta funcao deve ser tal que estas operacgoes possam ser realizadas ou de outra forma que
tenham sentido, significado. No exemplo, nota-se que a fungao u tem que ser submetida a
uma diferenciacao de quarta ordem. Logo, u devera pertencer a um conjunto de fungoes
que sejam continuas com derivadas até quarta ordem também continuas em 2 = [0, L].
Este conjunto é simplesmente dado pelo espago vetorial C*[a, b];

2. ao realizar essas operagoes sobre u € C*[0, L], pretende-se que o primeiro membro da
equagao (1.3) seja igual a outra funcdo g = ¢(z), definida também em Q = (0, L).
Supondo E = E (z) e I = I (z) € C*[0, L], esta fungao q € C [0, L];
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3. esse conjunto de operagoes sobre u é por si mesmo uma lei de transformacao. Portanto,
dada a funcao u € C* 0, L], aplicando-se a lei da transformagao,

i [p@r@ 5]

obtem-se uma certa fungao ¢ € C'[0, L]. Isto nao é outra coisa que uma generalizac¢ao
do conceito usual de funcoes reais de variavel real. Esta generalizacdo recebe o nome de
operador.

Pode-se dizer, assim, que um operador A é uma lei de correspondéncia de acordo com a qual,
cada fungao (elemento) de um espago vetorial ird corresponder a uma outra funcao (elemento)
de outro espacgo vetorial. No exemplo considerado,

A=45B @)1 (2) &
A:C*0,L] — Co, L]

onde a expressdo anterior se 1&: A aplica C*[0, L] em C'[0, L] ou em outras palavras, dado
ue C*0,L] Aue C|0,L].

Assim, como uma fungao esté definida em um certo dominio (no exemplo o intervalo [0, L],
um operador (generalizagdo do conceito de fungao) estd também definido em um conjunto de
funcoes chamado de dominio do operador. No exemplo em discutissao, o dominio de definicao
do operador A é C*|0, L.

Agora bem, do ponto de vista do problema de valor de contorno (1.3) e (1.4), nem todas
as fungoes u € C*[0, L] sdo possiveis solugao de (1.3) e (1.4). Somente aquelas fungdes que
satisfazem as condigbes de contorno (1.4) sdo fungdes admissiveis para o problema de valor de
contorno. Desta maneira, diz-se que o operador A para o problema de valor de contorno (1.3)
e (1.4) estd definido no conjunto,

Dy = {u; u € C*[0, L], u satisfazendo (1.4)}

D 4 passa a ser assim o dominio de definicao do operador A do problema de valor de contorno
(1.3) e (1.4).

Tendo presente as obervacoes 1-3 colocadas no inicio desta secao, € facil perceber que muitos
problemas da fisica matematica, podem ser escritos de uma maneira mais compacta e formal:
Determinar u € X tal que

Au=f em Q

onde f €Y, Dy = {u; u € X;u satisfazendo as condi¢oes de contorno}, X e Y sao espagos
vetoriais adequados.

Pode-se observar que as condigbes de contorno (expressoes (1.4) no exemplo dado) estao
implicitas na definicao de Dg4.

Nota-se, também, que quando as condicoes de contorno sao homogéneas, tais como as
expressoes em (1.4) no exemplo, o dominio do operador passa a ser um subespaco do espaco
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vetorial X, ja que a soma e multiplicacao por escalar de elementos de D 4 sao também elementos
de D A-

A seguir, analizam-se algumas propriedades comuns dos operadores que surgem, por exem-
plo, nos diversos problemas a serem abordados neste trabalho.

1.3.6 Operadores Lineares

Considere os espacos vetoriais X e Y. O operador A que aplica X em Y é um operador linear
se:

1. A(u+v) =Au+ Av
2. A(au) = aAu
para todo a € R e todo u,v € X.

Exemplo 1.5 As matrizes de ordem m x n sao exemplos de operadores lineares que aplicam
o espago euclidiano E™ no espaco euclidiano E™. De fato dado,

x=(21,....,0,) € E"
o operador (matriz) A= (a;;),(i=1,...,m),(j =1,...,n) € tal que,
Ar =y ye E™

onde:
Yy = (yla ...,ym) Yi = Z%’%‘
j=1

e por sua vez:
A(u+v)=Au+ Av
A(ou) = aAu

ou seja A € um operador linear de E™ em E™.
Exemplo 1.6 Sabendo que a derivada de uma soma de fungoes é a soma das derivadas, assim

como a deriwada do produto por escalar de uma func¢do € o produto escalar da derivada, o
operador definido no exemplo da viga é um operador linear de D em C [0, L].

Exemplo 1.7 O problema da tor¢ao de uma barra eldstica homogenea estd dado pelo problema
de valor de contorno (ver Timoshenko et al, Theory of Elasticity)

Ap=f emQ
¢lp =0
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E=cte

SONNANNN

Figura 1.7: Barra para os exercicios 1.7 - 1.10

conhecido, também, como problema de Dirichlet, sendo A o operador Laplaciano que no plano
conduz a:

0% O

Efdcz’l ver que:
Dy={¢:0€C?[], ¢lp =0}

e que :

A:Dy— C[Q]

€ um operador linear.

Exercicio 1.7 Considere o problema da barra da Figura 1.7. Suponha a carga q = cte e
considere o material da barra como eldstico homogéneo, ou seja o modulo de Young E = cte e
suponha, também, que a seccao transversal da barra é constante. Estabeleca:

1. a equacao diferencial que governa o problema;
2. as ondicoes de contorno;

3. a forma do operador;

4. o dominio do operador. Ezxplique.

5. Se trata de um operador linear? Por que?

Exercicio 1.8 Idem ao problema anterior, mas supondo,

) ;i =cte xE[O,L)
q_{qucte xE(%fL}

Exercicio 1.9 Idem ao primeiro problema, mas supondo

qz{o re0, %), (% L]

P xExz%
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Exercicio 1.10 Idem ao primeiro problema, mas considere que o modulo de Young e a drea
transversal sao constantes por partes como seque:

EA:{ E1A1:Ct6 x € |:0,%
EyAy =cte x € (%,L}

onde A € a drea transversal. Suponha q = cte em [0, L] e compare com o primeiro problema.

1.3.7 Operadores simétricos

Considere um operador linear A : X — Y definido em um subespaco vetorial X do espago Y
com produto interno (-, -). Diz-se que o operador A é simétrico se para todo par de elementos
x,y € X, verifica-se a identidade:

(Az,y) = (Ay, z)
Exemplo 1.8 Seja Y = C[0,1] com o produto interno definido por,
1
(f.9)= [ F@)g(@)de
2

d“u
Considere o operador A, tal que Au = T2 (este operador surge no problema da barra sub-
x

metida a cargas atuando na diregdo do seu eiro) e seja Dy = X = {u; u € C*[0,1]; u (0) = u (1) = 0}.

Como pode-se obervar, X € um subespaco deY e para todo u € X tem-se Au € Y ou, em outras
palavras, Au é uma fun¢ao continua em [0,1]. Por sua vez, para todo u,v € X e integrando
por parte resulta:

1 %y L du dv du
A :/ Y @yde = [ B Sy
(Au, u) 0 deU(x) v 0o drdx o dz Vlo

Tendo presente que tanto u como v pertencem a X, quer dizer sao nulas em x = 0,1 tem-se,

1 du dv
A _ an ey
(Au, v) 0o dzx dxdx

Integrando novamente por partes e, utilizando as condi¢oes de contorno resulta,

1 d*v o'
A ——/ - +u —
(Au, v) A u( x2> dr +u .

0

= (u, Av)

ou seja, A é simétrico.

Exemplo 1.9 Considere o mesmo operador do exemplo anterior, mas com

Dy=X= {u;u602 [0,1],u(0) = Z—z(l) :o}
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O operador com essas condi¢oes de contorno corresponde ao problema de uma barra tra-
cionada com um extremo fixo e o outro livre. Novamente o operador é simétrico. De fato,

1 2 1
(Au,v) = / d“u du dv du
0

———vdr = | ——dzr — — |,

dz? o drdx dr
1 d?v dv "
N /0 Y ( dm2> dr+u dx

Exercicio 1.11 Considere o problema de uma viga em flexao com EI =1 ao longo de toda a
viga. Estude a simetria do operador para os sequintes casos:

= (u, Av)

1. viga bi-engastada;
viga bi-apoiada,

viga apoiada em um extremo e engastada em outro;

viga engastada em um extremo e livre em outro.

Exercicio 1.12 Considere o problema de tor¢ao de uma barra (ver Timosshenko, et all),

v dPu
_<@+d—y2>:2G0 emQ

u=0eml

Mostre que o operador € simétrico.

1.3.8 Operadores positivos definidos

Seja um operador linear A definido em um espaco vetorial com produto interno X. Diz-se que
A é um operador positivo-definido se para todo u € X nao nulo (u # 0, 0 é elemento nulo de
X), verifica-se,

(Au,u) > 0 é igual a zero se e somente se u = 0

Exemplo 1.10 Considere, novamente, o operador definido no Exemplo 1 da sec¢ao anterior.
Neste caso, tem-se

1 1 du du du
au) = [ G = |
(A, u) 0 de du dr dx dx u|0
d2
= dz >
/o (d:ﬁ) z20

Por sua vez, se (Au,u) = 0 resulta,
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d
£:0 em (0,1)

logo w = cte, mas como u € X deve satisfazer as condi¢des de contorno u(0) = u (1) = 0,
tem-se que esta constante deve ser nula. Portanto,

(Au,v) =0 se e somente se u =0
d?.
Resumindo, o operador A = ~3 definido em X = {u;u € C*[0,1],u (0) =u (1) =0} €
x
simétrico positivo-definido.
Exemplo 1.11 Considere o mesmo operador, mas definido em

X = {u;u € C?0,1],u(0) = 0,u'(1) = 0}

Neste caso,

1 d%y 1 du\’ du
(Au,u) = /()—@udx:/o <%> dx—%u\oz

L (du 2
= - dxr >
/0 (dw) =20

(Au,u) =0

Agora bem, se

du
resulta — = 0, de onde u = cte, mas como u =0 em x = 0, esta constante é nula. Novamente,
x

tem-se que o operador € positivo-definido. E fdcil mostrar que parau’ (0) = u (0) = 0 o operador
€ positivo-definido.

Aqui deve-se ressaltar o seguinte. Sendo o operador A positivo, a condicao de contorno que
tem papel importante é unicamente a seguinte condigao

enquanto que a condicio u (0) = 0 (u’ (1) = 0) ndo é fundamental para que o operador seja
positivo. Tem-se assim:

1. ambos os tipos de condicoes de contorno sao importantes para a simetria;

2. 86 um tipo de condigao de contorno (u pré-escrito na fronteira) é importante para a
positividade do operador.
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Este tltimo tipo de condigoes de contorno (conhecidas na Mecanica como condigoes cinema-
ticas) sao conhecidas como condi¢oes principais de contorno. As outras condigoes de contorno
(conhecidas como condigoes mecénicas ou de forcas) sdo chamadas de condi¢oes naturais do
problema.

No exemplo considerado, a condicao principal © = 0 no contornono, diz que o deslocamento
da barra esté prescrito (dai o nome de condigao cinemdtica), enquanto que a condigao u =0
no contorno diz que nessa seccao a forga aplicada, ou seu equivalente a tensdo, é nula (daf o
nome de condi¢oes de for¢a ou mecanica).

Exercicio 1.13 Mostre que o operador associado ao problema de uma viga em flexdao € positivo-
definido. Indique quais as condi¢des de contorno sao principais e quais sGo naturais.

Dos resultados anteriores, observa-se que dado um operador linear simétrico positivo-definido
A, aplicando o espaco vetorial X em outro Y com produto interno, pode-se definir em X o
produto interno dado por,

(u,v) 4 = /QAuvdﬂ = (Au,v)

para todo u,v € X, toda vez que X C Y.

Em outras palavras, dado um operador simétrico positivo-definido no subespaco vetorial X
de Y, sempre ¢ possivel definir em X um produto interno (u, v) , ,u,v € X chamado de produto
interno de energia. Por sua vez, como ja visto, este produto interno induz uma norma,

lull, = ((u,u) )

chamada de norma de energia ja que, como sera visto mais adiante, o nimero |ju|| , é propor-
cional a energia interna do corpo associada ao campo u.

1.3.9 Operadores Limitados Inferiormente

Seja A um operador simétrico definido no subespago X do espaco com produto interno Y.
Diz-se que A é um operador positivo limitado inferiormente se, para todo elemento u € X,
verifica-se a desigualdade,

(u,u) , = (Au,u) > 72 (u, u)

onde v é uma constante estritamente positiva.

Discute-se a seguir um pouco mais a desigualdade anterior. No primeiro membro, tem-se
o produto interno na energia e, portanto, a norma de energia. No segundo membro, tem-se
o produto interno definido em Y D X e portanto, sua norma. Logo, pode-se reescrever a
desigualdade anterior na seguinte forma:

llul 4 > vllully , paraVu € X CY,7 >0
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Obviamente, todo operador A simétrico positivo limitado inferiormente é um operador
simétrico positivo-definido. Mas nem todo operador simétrico positivo-definido é limitado in-
feriormente.

Considere uma motivagao fisica ao conceito anterior. Como pode-se ver ao longo dos ex-
emplos e exercicios deste capitulo, varios problemas da mecanica estao associados a operadores
simétricos definidos em um subespaco X de um espago com produto interno Y. Por exemplo,
d*()

dx?
X = {u;u € C*[0,1],u (0) = u (1) = 0} subspago do espaco Y = {u;u € C'[0,1]} com produto
interno

no problema de tracao de uma barra, viu-se que o operador A = — era simétrico em

(u,v) = /Olu(ac)v(m)dac,u,veY

= ([ i)

Logo, da desigualdade, pode-se ver que se o operador é limitado inferiormente, sé é possivel
obter grandes deslocamento (quer dizer a norma em Y do campo u é grande) aumentando a
energia associada a esse deslocamento. Por outro lado, se o operador é positivo-definido, mas
nao limitado inferiormente, é possivel obter grandes deslocamentos, sem implicar no crescimento
da energia associda.

Antes de ver alguns exemplos, deve-se ressaltar que a investigagao da propriedade de ser
limitado inferiormente requer um maior conhecimento matematico do aquele utilizado para
estudar a simetria. Por ultimo, esta propriedade tem um papel importante no problema da
existéncia da solug¢ao de um certo problema de valor de contorno.

2'
Exemplo 1.12 Considere o problema da barra em tracdo, o operador A = 2 definido
x

no conjunto X dado por X = {u;u € C?[0,1],u (0) =u (1) = 0} é simétrico positivo-definido,
como ja foi visto. Pretende-se mostrar que também € limitado inferiormente. De fato, dado

u (0) = 0, resulta
= du (t) z du
_ —dt:/ 1.2 at
u(@) /0 dt 0 dt

Aplicando a desigualdade de Cauchy na expressao anterior, tem-se

[u ()] = /ml v g 2</x12dt/x du th—x/mu’th
~\Jo Tat ~—Jo o \ dt o

Em virtude de que x € [0,1] e que o integrando no sequndo membro € positivo, resulta:

1 !
w@) <o [ u?dt=a(uu), =}
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Integrando ambos os membros da desigualdade:

1 1
2 2 2
— dr < =

de onde:

lull 4 > V2 ]Jull

ou seja o operador A € limitado inferiormente e a constante v resulta,
7=v2

Exercicio 1.14 Considere o operador associado ao problema de flexao de vigas definido no
subespago X = {u; ue CH0,1],u(0)=u (0)=u(l)=u" (1) = 0} do espagoY = {u;u € C'[0,1]}
com produto interno (u,v) = [y u(x)v (z)dz. Mostre que o operador, além de ser simétrico
positivo-definido € limitado inferiormente.

Exercicio 1.15 Considere o mesmo problema anterior com as condi¢oes de contorno u (0) =
u' (0)=u(1)=u" (1) =0. O operador continua sendo limitado inferiormente?

Exercicio 1.16 Para que outras condigoes de contorno o operador da viga continua sendo
positivo-definido?

1.3.10 Convergéncia. Completude

Foi visto na seccao 1.3.2 que a selecao de uma norma estabelece a distancia entre as funcoes do
espago normado. Assim, por exemplo, para X = C'[a, b],

|l = max |f(z)|

XE€|a,b|
1= |f @)de
f1={J2[f (@) do}s

definem diferentes normas para X. Ilustrou-se o comportamento, tomando-se g como a fungao
identicamente nula em X e a funcao f cujo grafico pode ser visto na Figura 1.5. Neste exemplo,
viu-se que a distancia entre ambas as funcoes esta dada para cada norma, respectivamente, por:

If —gll =1
If—gll=¢
If — gl = /22

Desta maneira, para valores de € > 0 suficientemente pequenos, a funcao f estd proxima
da funcao g se adota-se a segunda ou a terceira norma. Por outro lado f ¢é suficientemente
distante de g, caso se adote a primeira das normas.

Observa-se assim que a resposta para o Problema 2 da seccao 1.2, ou seja, o que se entende
por boa aproxrimacao, estd intimamente relacionada com o tipo de norma escolhida, com respeito
a qual deseja-se medir a aproximacao.



1.3. Conceitos Basicos 25

Outra propriedade, que pelas mesmas razoes anteriores, estd intimamente ligada com a
escolha da norma, é a convergéncia de uma sequéncia finita em um espag¢o normado. Em
particular, suponha X um espago vetorial normado e seja {$”}n=1,2,... uma sequéncia infinita
de elementos de X. Deseja-se definir o que se entende por:

lim z, ==z

n—oo
onde x é um elemnto de X. A definicao a ser introduzida nao é outra coisa que a generalizacao
da idéia geométrica usual. Por exemplo, tome uma sequéncia de pontos xi,xs,... no plano
Euclidiano E? e seja x um ponto fixo neste espago (Figura 1.8). Claramente o conceito de
Tn converge a x & medida que n — oo significa, simplesmente, que a distancia entre x,, e x
torna-se cada vez menor a medida que n cresce. Em particular, a distancia entre xz,, e x esta
precisamente medida através da norma euclidiana

|20 — 2] = (2} — 21)% + (22 — 22)°

onde z!,x% i = 1,2, sdo as coordenadas de z,, e x respectivamente.

Figura 1.8: Exemplo de convergéncia em £2.

A generalizacao desta idéia geométrica para um espaco normado arbitrario consiste sim-
plesmente na seguinte definigao.

Seja X um espago vetorial normado com norma |[|-[|. A sequéncia {z,},_,, de vetores de
X converge (convergéncia forte) para o vetor = € X se:

lim ||z, —z| =0

n—~oo

Utiliza-se o adjetivo forte para diferenciar dos outros tipos de convergéncia. Por outro lado,
como ja foi dito, a escolha de uma norma estabelecera o carater da convergéncia.

Exemplo 1.13 Considere X = C'[0,1] com norma ||u|| = (fol [u (x)]2dx) Tome a fun¢ao u,
da Figura 1.9.
Seja a fungao nula u em [0,1]. Logo,



26 Capitulo 1. Motivagao e Conceitos Basicos

u
12-1n JJ'2 12+ Un 1

Figura 1.9: Funcao do exemplo 1.13

1
lim |u, —ul| < lim — =0

7—00 7—00 \/ﬁ

Entretanto, adotando como norma

191 = g 1f )
resulta
|lun —u|| = 1, para qualquer n

Ve-se, assim, que u, converge a uma funcao nula caso se adote a primeira das normas,
enquanto nao hd convergéncia caso se adote a seqgunda norma.

O conceito de convergéncia em um espago vetorial normado conduz a outro conceito tutil
mais adiante, ou seja, completude. Para isto, inicialmente, considera-se o conceito de sequéncia

de Cauchy ou sequéncia fundamental.
A sequéncia {u,,n = 1,2...} do espago vetorial normado com norma ||-|| é dita uma sequéncia

de Cauchy se:
lim |y, — um| =0

n,m—0oo

Exemplo 1.14 Considere a sequéncia de funcdes u, representada na Figura 1.9 e definidas
como no exemplo anterior. FEsta sequéncia é uma sequéncia de Cauchy, pois,

2 ! 2 by 1
[ttr, — | :/ (Uy, — Up,) dacg/ usdr < —
0 0 n
Logo,

m  ||u, — upl < lim —= =0

n,m— 00 n—oo \/_
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Agora bem, diz-se que o espago vetorial normado X com norma ||| é completo se e somente
se toda sequéncia Cauchy (z,,n = 1,2...) em X converge a um elemento x do espago X.

Todo espago normado completo recebe o nome especial de espag¢o Banach. Por sua vez,
todo espago vetorial com produto interno completo recebe o nome de espago Hilbert. Dado que
todo espago com produto interno é um espago normado com norma ||-|| = ({., .>)%, tem-se que
todo espaco Hilbert é um espaco Banach. O inverso nao se verifica, ja que nem toda norma é
proveniente de um produto interno.

Exemplo 1.15 Virios espagos normados ndao sao completos. Por exemplo, o espago C[0,1]

com a norma
! 2
Jull = ([ (o)) do)
nao € completo.

De fato, a sequéncia de fungoes continuas

N

i, (z) = ongntl para 0 < x <
Tl 1=20(1—2)™ para i<z <

€ uma sequéncia Cauchy com respeito a norma definida anteriormente. Entretanto, a sequéncia
converge para a fungio u ¢ C'[0,1] (||uy, — ul| — 0 para n — o) dada por (Figura 1.10),

0 para 0§x<%
u(x) = % para x:%
1 para %<x§1
1-

v

12 1

Figura 1.10: Fungao do exemplo 1.15

Este exemplo mostra, entao, uma sequéncia de Cauchy que nao converge a um elemento do
espago. Logo, C'[0,1] ndo é completo de acordo com a norma adotada.
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Exemplo 1.16 O espago C'[0,1] com a norma

Jull = ma | (@)

€ completo.

Outra definicao importante é o conceito de conjuntos completos. Seja X um espaco vetorial
normado de norma ||-||. Diz-se que o conjunto M = {u,;u, € X} é completo em X com respeito
a ||-|| se para todo u € X, dado & > 0, é possivel determinar um inteiro positivo N e constantes
i, o, ..., o, tal que:

N
U — '21 ol < e para todo u € X
i=

Os métodos variacionais a serem estudados se baseam nesta idéia. Quer dizer, em todos
é preciso definir um conjunto de funcoes chamadas funcoes bases ou funcoes coordenadas ou
fungdes de interpolacdo que sejam completas no espaco onde se procura a solugao do problema
de valor de contorno. Em particular, serd visto que o que distingue o Método dos Elementos
Finitos dos demais é a maneira com estas fungoes sao construidas.

Antes de encerrar esta seccao, discutem-se mais alguns aspectos.

Considere o subespago X do espago vetorial Y com produto interno e seja A: X — Y um
operador positivo limitado inferiormente. Logo, segundo ja foi visto,

lulla =y llully — v>0

Suponha {u,} uma sequéncia de elementos de X que converge a z com respeito a norma de
energia, ou seja,

i Jlu, — ul[, =0

Tendo em conta a desigualdade anterior, conclui-se que,

lim |lu, —ul| =0
n—oo

Assim, quando se trabalha com um operador positivo limitado inferiormente, convergéncia
na energia implica na convergéncia na norma adotada para Y.

Outro topico importante é o seguinte. Suponha um espago normado completo Y com norma
I|l. Seja uma sequéncia de Cauchy {u,}. Como Y é completo, a sequéncia {u,} converge a
um elemento v € Y unico. De fato, suponha que converge para os elementos u; e uy tal que
uy # us. Logo,

|tn —us|| =0 n— o0
|tn —uz|| =0 n— o0

Portanto,
Jur — sl = flur — un + tn — ual| < flur — n| + [Jun — uo|
Tomando o limite para n — oo resulta,

Hul—UQ”:O:>U1—UQ:0:>U1:UQ
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1.3.11 Funcionais

Por dltimo, define-se o que se entende por funcional. Seja X um espaco vetorial. A trans-
formagao F : X — R, R campo dos numeros reais, é um funcional em X. Assim, toda
transformacao definida em um espaco vetorial que a cada elemento desse espaco faz correspon-
der um numero real é uma funcional. Ao longo deste texto, varios exemplos de funcionais tém
sido apresentados.

Exemplo 1.17 Seja X = C[0,1]. A transformacao F definida por

€ uma funcional em X.
Exemplo 1.18 A norma de um espacgo vetorial normado € um exemplo tipico de funcional.

Exemplo 1.19 Considere um espaco vetorial X com produto interno. Dado u € X fixo, a
transformagdo (u,v) € um funcional, ji que a cada v € X estd associado um nimero real

(u,v).

O dominio de definicaio de um funcional recebe também o nome de conjunto de fungoes
admissiveis do funcional. Se este conjunto é um espago vetorial em si mesmo recebe o nome de
espaco de funcoes admissiveis.

Dado o espago vetorial X, diz-se que o funcional F' definido em X é uma funcional linear
se:

1. F(u+v)=F(u)+ F(v)
2. F(au) =afF (u)

para todo u,v € X e a € R.
Seja X um espaco vetorial normado, diz-se que o funcional F' é continuo em ug € X se para
todo € > 0 existe um ¢ > 0 tal que,

|F'(u) — F (up)] <e  para todo u tal que |lu —ug| <6

Por sua vez, F' é continuo, se for continuo em todo u € X.

Com esta definicao, pode-se introduzir outro tipo de convergéncia, com aplicacao em alguns
métodos para a obtencao de solucoes aproximadas estudados mais adiante.

Assim, diz-se que a sequéncia {u,,n =1,2,...} de elementos de um espago normado com-
pleto (espacgo Banach) converge fracamente ao elemento desse espaco, se para todo € > 0 existe
um inteiro positivo N, tal que para todo n > N e todo funcional continuo F' de X resulta,

|F (u,) — F (up)] <e  paratodon >N
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Exemplo 1.20 Virias sequéncias que convergem fracamente nao convergem fortemente (o

inverso sempre se verifica). Considere o espaco Ly (0,1), ou seja o espaco de todas as fungoes
quadrado-integrdveis. Tome a sequéncia

{¢n ()5 ¢ (z) = V2sinmnz,n = 1, 2}

Agora bem, pode-se mostrar que toda funcdo f € Lo (0,1) caracteriza um funcional linear
em Ly (0,1). Logo, para todo elemento f € Lo (0,1), pode-se mostrar que:

(fs n (z)) = fol f (z) V2sinmnzdr — 0

n — oo

ou seja, ¢, converge fracamente para a fun¢ao nula de Ly (0,1).
Por outro lado temos

|pn (x) — 0| = </01 (\/isinmmfdm)% =1;Vn

obtendo-se que ¢,, nao converge fortemente para a funcdo nula.



Capitulo 2

Métodos Variacionais para a Determinacao de
Solucoes Aproximadas de Problemas de Valor
de Contorno

2.1 Introducao

Neste capitulo, apresenta-se uma série de métodos variacionais que permitem obter solucgoes
aproximadas da solucao de um certo problema de valor de contorno.

No que se segue e com o intuito de nao complicar a apresentacao, supoe-se que as funcoes
considerada sao suficientemente regulares, no sentido que as operacoes de integragao ou de
derivacao tenham sentido. Por outro lado, limita-se exclusivamente ao caso de operadores
lineares. Problemas de valor de contorno nao lineares escapam dos objetivos deste curso.
Também, durante a primeira parte deste capitulo, limita-se ao caso de condigoes de contorno
homogéneas.

Dado um problema de valor de contorno cuja solucao seré designada por ug, os métodos
variacioanais que a serem apresentados sdo métodos numéricos que, dadas as fungoes ¢; (
chamadas de funcoes coordenadas, de base, ou de interpolacao, e que satisfazem certas restrigoes
) permitem determinar as constantes oy, as, ..., a,, n finito, de maneira tal que a fungao:

n
Up = Z ai¢i
=1

se aproxime de ug, para n — 0o, em algum sentido, quer dizer convergéncia com respeito a
alguma norma (convergéncia forte ) ou convergéncia débil.
Os métodos considerados sao:

1. Método dos Residuos Ponderados

e Método de Colocagao;

e Método de Galerkin;
2. Método de Ritz;

31
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3. Método dos Minimos Quadrados.

Como serd visto mais adiante, o Método dos Elementos Finitos permite determinar unica-
mente as fungoes ¢; de uma maneira simples e de facil implementacao computacional. Uma vez
dadas as ¢;, deve-se aplicar alguns dos métodos anteriores para determinar uma solugao aprox-
imada. Quer dizer, quando se fala em utilizar o Método dos Elementos Finitos, na realidade
estd se falando simultaneamente de dois aspectos:

1. construcao das funcoes ¢; pela técnica proporcionada pelo Método dos Elementos Finitos;

2. utilizagao de um determinado método variacional para calcular uma solucao aproximada.

2.2 Meétodo dos Residuos Ponderados

O método dos residuos, do qual o Método de Colocacao e de Galerkin sao casos particulares,
baseai-se na seguinte idéia. Considere os espacos U e V normados e completos. Como apresen-
tado anteriormente, recorde que em cada espaco foi definido uma norma, ou seja, uma maneira
de medir a distancia entre os elementos deste espago; o fato de ser completo significa que toda
sequeéncia {un},_; ., de elementos u, € U, por exemplo, tal que [|u, — upl — 0;n,m — oo
sempre converge a um elemento u do mesmo espaco.

Define-se, agora, a seguinte transformacao:

S:UxV —-R

quer dizer, dado um par ordenado (u,v), onde u € U e v € V| a transformacao S proporciona
um numero real. Em particular esta transformagao satisfaz:

o S(Auy + pug,v) = AS (ug,v) + 1S (ug,v)
o S (u, A\vy + pvg) = AS (u,v1) + pS (u, v2)
S (u,v*) =0parav* €V iixoeVue U —v*=0
S(u*,v) =0parau* €V fixoeVveU —-u* =0

onde \, u € R.
Considere, agora, um operador linear A definido no conjunto linear D4 denso no espago U.
Para um elemento f € U procura-se a solucao de:

Au=f
Diz-se que ug é a solucao do problema caso se verifique:
S (Aug — f,v) = 0 para todov € V

Para a obtencao de uma solugao aproximada v de ug, o Método dos Residuos Ponderados
propoe o seguinte algoritmo:
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1. Considere em D4 uma sequéncia completa {¢n}n=1,oo de funcoes. Recorde que, por per-
tencer a Dy, sao suficientemente regulares e satisfazem todas as condicoes de con-
torno.

2. Para todo n finito, o conjunto {¢x},_, ,, é linearmente independente.

3. Tome como aproximante de uy a combinagao linear

n
n
Uy = Z a;p;
i=1
de onde os coeficientes a;,7 = 1, ...,n serao posteriormente determinados.

4. Considere em V um conjunto denso {w;},_; ...

5. Calcule, para n finito, os coeficientes a; de maneira que o residuo:
n
= Aug — f = Z a;¢; — f
Jj=1

satisfaca:

S (r", w;) :/r”wl-:(),i: 1,2,...,n
Q

Em virtude de que (¢;) e (w;) sdo densos em seus respectivos espagos, o Método dos Residuos
Ponderados conduz, quando n — oo, a,

(r"™ wy) — (r,w) =0Vw € V
n — 0o

quer dizer ™ converge debilmente a r = 0 (residuo nulo) ou, em outras palavras, uj converge
debilmente para a solucao de ug do problema de valor de contorno.
A expressao anterior pode ser escrita em forma estendida conduzindo a:

</ w1A¢ldQ> aj:/fwidQ,izl,Q,...,n
Q Q

ou em forma matricial:

Ka=f

de onde:
Q

a = (@z‘)
f= )= | fude

Como pode-se ver, o Método dos Residuos Ponderados conduz a um sistema de equagoes
algébricas cuja solugao proporciona os coeficientes a; da combinacao linear definindo .

Do ponto de vista computacional, o Método dos Residuos Ponderados é um algoritmo
relativamente simples que nao requer grande conhecimento matematico por parte do usuério.
Neste método ja distingue-se algumas das caracteristicas basicas de todo método variacional
para o céalculo de solugoes aproximadas. Sao elas:
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e Conhecer as fungoes w; e ¢;. Aqui reside um dos inconvenientes. As fungoes ¢; devem ser
suficientemente regulares de maneira que A¢; tenha sentido. Além disso, devem satisfazer
as condigoes de contorno.

e Construir a matriz do sistema K e o término independente f calculando cada coeficiente
K;;, f; analitica ou numericamente.

e Resolver o sistema de equagdes. Dependendo do operador A e da forma das funcoes
¢; e w;, a matriz do sistema K podera ser uma matriz banda ou cheia, simétrica ou
nao-simétrica, bem-condicionada ou mal-condicionada. Cada uma destas caracteristicas
facilitam ou complicam a resolucao do sistema de equagoes.

2.2.1 Meétodo de Colocagao

Como ja foi dito, o Método de Colocagao é um caso particular do Método dos Residuos Pon-
derados. Para o Método de Colocagao, as fungoes w; sdo as fungoes generalizadas 6 — Dirac
associadas aos pontos z;,i = 1,2,...,n, de 2. Designam-se estas fungoes como A; e sao tais
que:

/Q £ (@) AdQ = f ()

Tendo presente a propriedade anterior, o método corresponde a:
/ A = (Aul — f). =0i=1,2,...,n
Q 1

Logo, o Método de Colocacao calcula a solugao aproximada uj = > a;¢; exigindo que o
i=1

residuo Aug — f seja nulo em n pontos x; de €2. A seguir apresentam-se alguns exemplos de
aplicagao do Método de Colocagao.

Exemplo 2.1 Seja o sequinte problema de valor de contorno:

"

Au(z) =u (z) —u(x)=1, em Q= (0,1)
com as condicoes de contorno:
u(0)=u(l)=0

Pode-se ver que:
Dy = {u;ueC?[0,1],u(0) = u (1)}

Recordando o teorema de Weierstrass, tem-se que toda funcdao continua pode ser aproximada

por um polinomio. Logo, tome para {¢;},_, , a sequinte sequéncia:

¢r=z(1—2x)

G2 = P17
¢3 = ¢2$
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etc

Como pode-se ver, estas funcgoes satisfazem as condigoes de contorno. Logo, toda com-
binacdo linear também satisfaz e, pelo teorema de Weierstrass, {¢i}¢=1,m ¢ denso em D 4.
Tome n = 2, ou seja 0s dois primeiros termos ¢y e ¢o. Os coeficientes da matriz K e do
termo independente f, para o caso em que se adota como pontos x; =0 e xo = 1, estao dados
por:
Kn = (Ap)|,, o= [2—2 (1 = 2)]|, .o = —2

Koy = (Ag1)lgpey = [2 -2 (1 = 2)]| 5,0y = =2

Kio = (Ad)l,zy = [~z +2 -2 (1-2)]| _ =2
Ky = (Ao)|,,, = |6z +2-2*(1—a)|| =4
fi=f(x)=1
fo=f(x2)=1

Logo, o sistema estd dado por:

-2 2| Ja |_|1
-2 —4 a9 - 1
A solugdo deste sistema conduz aos sequintes valores dos coeficientes ay e ay:

CL2:0

1
CL1:§

dando, assim, a sequinte solu¢ao aproximada:

1
2
= —z(z—1
ug 2.%'(.%' )

Logo, a solugao aprorimada € equivalente a tomar uma unica fung¢do ¢, e o ponto 1 = 0.
A solucdo exata do proplema proposto é:
ug = L (ew + 61_‘”) —1
(e+1)
A Tabela 2.1 apresenta, para efeito de comparacao, os valores de ug e uf em diferentes
pontos do intervalo. Como pode-se ver, a solucao ug € simétrica com respeito a x = 5.

A primeira pergunta a ser feita é se é possivel melhorar a aproximacao mantendo as mes-
mas fungoes , mas tomando outros pontos de colocacao? A resposta é afirmativa e o estudo
da colocacao 6tima destes pontos formam um capitulo de andlise numérica do Método de

Colocacao.
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EX uo() | ug(z) |
0.0 0.0000 0000 | 0.0000 0000
0.1|-0.0412 8461 | -0.0450 0000
0.2 -0.0729 7407 | -0.0800 0000
0.3 | -0.0953 8554 | -0.1050 0000
0.4 | -0.1087 4333 | -0.1200 0000
0.5 -0.1131 8112 | -0.1250 0000
0.6 | -0.1087 4333 | -0.1200 0000
0.7 -0.0953 8554 | -0.1050 0000
0.8 | -0.0729 7407 | -0.0800 0000
0.9 | -0.0412 8461 | -0.0450 0000
1.0 | -0.0000 0000 | 0.0000 0000

Tabela 2.1: Exemplo 1: comparacao entre as solucoes.

ER uo(z) | ug () |
0.0 0.0000 0000 | 0.0000 0000
0.1|-0.0412 8461 | -0.0400 0000
0.2 -0.0729 7407 | -0.0711 1111
0.3 | -0.0953 8554 | -0.0933 3333
0.4 -0.1087 4333 | -0.1066 6667
0.5|-0.1151 8112 | -0.1111 1111
0.6 | -0.1087 4333 | -0.1066 6667
0.7 -0.0953 8554 | -0.0933 3333
0.8 | -0.0729 7407 | -0.0711 1111
0.9 | -0.0412 8461 | -0.0400 0000
1.0 | -0.0000 0000 | 0.0000 0000

Tabela 2.2: Exemplo 2: comparacao entre as solucoes.
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Exemplo 2.2 Considere somente a funcao ¢, e adote, como ponto de onde anula-se o residuo,
o ponto x1 = 0.5. Tem-se, assim:

1
—2.2ba; =1 —a; = o085 —0.44444444

Logo, a solugao aproximada serd:
up = —0.444444442 (1 — )

Na Tabela 2.2, compara-se esta solugao aproximada com a exata.
Como pode-se notar, o resultado alcancado é de extraordindria exatidao, mesmo utilizando
apenas uma funcdao coordenada.

Do ponto de vista computacional, o Método de Colocagao se mostra de facil implementacao.
Em todos os casos, as fungoes coordenadas devem satisfazer as condigoes de contorno e devem
ser suficientemente regulares para que a aplicacao do operador A tenha sentido. Estes sao,
provavelmente, os maiores inconvinientes deste método.

Exercicio 2.1 Considere o problema de valor de contorno definido anteriormente. Aplique o
M¢étodo de Colocagao tomando as sequintes fungoes coordenadas:

pr=x(1-x) ¢3=2°(1—x)

e 0s pontos:
1 =0.25 exy =0.75

Compare com a solucdo e comente os resultados obtidos.

Exercicio 2.2 Considere o sequinte problema de valor de contorno:

d2
d—;;+u:—x em (0,1)

com as condicoes de contorno:

u(0)=u(l)=0

Aplique o Método de Colocagdo adotando:

e compare com a solugcao exata:
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2.2.2 Método de Galerkin

O Método de Galerkin é um caso particular do Método dos Residuos Ponderados. Neste método,
os espagos U e V sdo coincidentes e o conjunto {w;} se torna idéntico a {¢;}. De uma maneira
mais formal, o Método de Galerkin pode ser colocado da seguinte maneira.

Suponha o problema de valor de contorno

Au= f em )

com as condicoes de contorno
Bu=0em T

e suponha ainda que D, (dominio de definigdo do operador A quer dizer, o conjunto de todas
as fungoes u suficientemente regulares e tal que Bu = 0 em I') seja denso no espago Hilbert.
Introduz-se agora a sequéncia de espacos de dimensao finita Hy C H e designa-se com
{qﬁi}isz as fungoes bases dos espacos. Pelo que foi exposto anteriormente, deseja-se dizer que
um elemento (funcao ) arbitrario de Hy estd definido através da seguinte combinagao linear:

k
Up = Zalgbz CLiegR,Z':l,Q,...,k
=1

Logo, o Método de Galerkin para a determinagao de uma solugao aproximada do problema
de valor de contorno consiste em determinar a funcao uj € Hy, tal que o residuo Auj — f seja
ortogonal a toda funcao de Hy. Em outras palavras:

Jo (Aup — fuedQ =0 Yo, € Hy,

Observa-se que o Método de Galerkin corresponde ao Principio do Trabalho Virtual em
Mecanica.

Agora, a expressad anterior é equivalente a exigir que o residuo seja ortogonal a cada uma
das fungoes ¢; que definem a base Hj, ou seja,

Jo (Auf — f) ¢dQ=0 i=1,2,....k

k
Substituindo uj, = >° a}¢; na expressao anterior, tem-se,
i=1

Jo <A<fa;‘¢i> —f)qﬁidfz:o i=1,2,....k
=1

e em virtude de se considerar problemas lineares ( o operador A é linear ), a equacao anterior
conduz a,

S (65 Ad;dS) @t fo fo:d2=0 i=1,2,... k
=1

Novamente chegou-se a um sistema de equagoes algébricas que em forma matricial pode ser
escrita como,
Ka=f
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de onde,
Ky = [ 6i46;d0
Q

fioo= | o

Pode-se notar que se A é um operador simétrico, a matriz do sistema resulta simétrica. Isto
implica em diversas vantagens computacionais:

e Utilizacao de técnicas de triangulagao da matriz do sistema, especificas para matrizes
simétricas.

e Diminuicao do espaco de memoria necessario para armazenar os coeficientes da matriz
do sistema. Para uma matriz de ordem N nao-simétrica, é preciso conhecers seus N x N
coeficientes. Se a matriz for simétrica, sé é preciso conhecer a matriz triangular superior
ou inferior.

Por outro lado, dependendo do tipo de problema, da forma da regiao €2 e das caracteristicas
das funcoes ¢;, o calculo dos coeficientes da matriz K e do termo independente podem ser real-
izados analitica ou numericamente. Este tltimo procedimento é o mais utilizado, atualmente,
em virtude dos computadores tornarem-se cada vez mais velozes e precisos.

Agora observe um detalhe importante. O coeficiente K;; estd dado por

Duas funcoes u, v definidas em 2, se dizem ortogonais através do operador simétrico A se,
/ uAvd) =0
Q

Se as funcoes ¢; e ¢; estao definidas em todo €2 e nao sao ortogonais através do operador A,
tem-se que este coeficiente nao serd nulo. Isto implica que a matriz seja cheia e isto, em geral,
pode induzir um mal condicionamento numérico da matriz K.

Suponha, agora, que ¢; e ¢; estao definidas, respectivamente, em 2; e €);, partes de 2.
O anterior implica em dizer que as fungoes ¢; e ¢; sao de suporte compacto. Neste caso, o
coeficiente resulta,

onde ; N§}; ¢ a interseccao dos suportes de ambas funcoes.

Observa-se assim que, se a interseccao ¢ de medida nula, o coeficiente K;; resulta automati-
camente nulo. Na medida que os suportes das fungoes bases se interseccionam pouco, a matriz
K resulta numa matriz com poucos elementos nao nulos (comparado com os N? coeficientes de
uma matriz cheia N x N ). O anterior dé lugar ao que se chama de matriz banda ou matriz
esparsa. A Figura2.1 representa graficamente a idéia anterior para o caso do operador A ser
simétrico.

Como sera visto mais adiante, o Método de Elementos Finitos se caracteriza, fundamental-
mente, pelo fato que as fungoes ¢; construidas através deste método sao de suporte compacto.

A seguir, tem-se uma série de exemplos para explicar melhor as idéias apresentadas.
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Figura 2.1: Matrizes banda e skyline.

Exemplo 2.3 Considere o problema indicado na Figura 2.2.

Figura 2.2: Exemplo 3.

O problema de valor de contorno consiste em:

2

d“u

u(O):u(L):(J

Logo, as fungoes ¢; devem, em principio, ser de classe C* (0, L) e satisfazer as condigoes
de contorno.
Considere polinomios. Logo, as funcoes bases serao,

¢1=x (L —z)
¢y = 2° (L — )
¢3 = 2° (L — )

etc

e 0s espacos de aprorimacao serao:

— Span {¢1}, Hy = Span{¢:}_, , etc

Determinando a solucdo em Hy, quer dizer tomando a primeira fun¢ao coordenada, a solu¢do
tomard a forma:

Uy = a1¢1

e o coeficiente a; serd determinado exigindo que o residuo seja ortogonal a todo elemento de
H,. Logo:

—al/OLac( —ac)AE—{x( —ac)}dac—/Oanc(L—ac)dm:O

de onde,
2AE/ L—x dxal—q/ —z)dx =0
cuja solugao é,
. q
N AR
A solugdo aproximada obtida com o Método de Galerkin é:
_ 4 _
UL = Gt (L — )

que €, neste caso, a propria solucao exata.
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Exemplo 2.4 Considere o mesmo problema anterior, mas utilizando uma distribuicao trian-

gular de carga q dada por:
4 = qo

(i ()
" G6AE | L L

Calculando a solucdo de Galerkin com a primeira fungdo ¢, vem que,

2AE/ L—=z dmal——/ z=0

Integrando, obtem-se,

A solucdo exata €,

qo0
4AF

ap =

e a solugao aproximada resulta,

— b ey = BE T (2)
e AR T Y T A T \L

Seja agora a solugao aproximada com dois termos, ou seja, considera-se as duas primeiras

fungoes coordenadas:
¢pr=x(L—x),¢y =2 (L —x)

Os coeficientes da matriz sdo:

L " L 1
Ky = — / D AES, dv — / 2ABx (L — ) dr = ZABL’
0 0

L 1" L 1
Ky = — / D AEndr = / ~z (L —x) AB (2L — 62) dz = ZAEL*
0 0

L " L 1
Koy = — / S AES, dz = / 2% (L — ) ABdz = ZABL*
0 0

Como pode-se notar, K15 = Koy, dizendo que o operador € simétrico.

L " L ].
Kop = — / drAEGndz = / 2 (L — 2) AE (2L — 62) dz — —C AEL?
0 0

15
Por sua vez, os coeficientes dos termos independentes resultam
L g L g2 1
= —¢rdr — / (L —2)dx = —qoL?
fi /0 Qo7 drdr — | g (L—a)dr = 1od

L T L x3 .
o L o L

Logo, o sistema a resolver consiste em:

AEL? 2 L a; | @L®
6 | L-% L*| |af 12
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A solucao do sistema conduz a:

g B35 G
'TAE138 7 1384EL
e a solucao aproximada serd:
35 qo qo 2
_ 20 W L) = — 10 2 ) =
= s apt Y~ eaprt L)

35 qol? £_§<£)2+i<£)3
138 AE |L 35 \L 35 \L

Na Tabela 2.3, comparam-se as solucoes aprorimadas uy e uy com a exata.

| 2/L | uAE/qL? | uvyAE/qoL? | uyAE/qoL? |

0.0 0.0000 0.0000 0.0000
0.1 0.0165 0.0225 0.0228
0.2 0.0320 0.0400 0.0403
0.3 0.0455 0.0525 0.0528
0.4 0.0560 0.0600 0.0602
0.5 0.0625 0.0625 0.0625
0.6 0.0640 0.0600 0.0598
0.7 0.0595 0.0525 0.0522
0.8 0.0480 0.0400 0.0397
0.9 0.0285 0.0225 0.0222
1.0 0.0000 0.0000 0.0000

Tabela 2.3: Exemplo 3: comparacao entre as solugoes.

Exercicio 2.3 Determine a solugcao aproximada uz do problema anterior e compare com a
solucao exata.

Exemplo 2.5 Nos exemplos anteriores, foram tomadas funcées de bases polinominais. Con-
sidere, agora, funcoes trigonométricas:

¢, = sin ﬂLx,n =1,2,3,..

que, como se veé, satisfazem as condigcoes de contorno. A aprorimacdo mais simples consistird
em adotar n = 1, logo:

L " L X
_ /0 B AES, dray = | qofqﬁldx

de onde ¢ = sin %
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Substituindo, tem-se,

L
/o sin? 7T—Iil;dazcal: L/ acsm—dac

mAE L
T§a1: L/ xsm—dx

de onde:
2qo L i X d
a; = x sin —dx
YT mAE Jo L
2q0 [ L2 Ly 7z xL os T 2qoL?
a; = in— — — =
' m2AE L =« L mAE
A solucdo aprorimada resulta:
2q0L? | Tx
N AR L
Calculando, agora, a solugdo tomando o conjunto de todas as fungoes coordenadas
2
01 :sinﬁ—Lx, Py = sin%, e On :sin?, ete

Recordando que:

L nrx . mnz 0 n#m
/0 s1nTsm 7 :{ "
tem-se que o0s coeficientes da matriz K sao todos nulos exceto os da diagonal principal:
T ?AE L 7%?AE
T2 2 2L
Por sua vez, o termo independente i-ésimo resulta:

qo0 L . I qoL .
fi== [ xsin—dr = —"—=cosim
L Jo L

1T

e o sistema de equagoes que o Método de Galerkin proporciona se reduz a:

T2 AE B qoL?

—_—a; = — cosim,t =1,2,...,n,...
2L i ’

de onde:

_ 2gL? _ 2qL? (-1 19
= —geosin = =g i=1,2,....n

A solugdo aproximada obtida através do Método de Galerkin resulta em:

2qoL? i imv
a __ 1 +1
Y Z; (=1) 137T3AE L

Na Tabela 2.4, comparam-se os resultados para i =1 e i =2 com a solugao exata
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‘ x/L ‘ uAFE /qL* ‘ w AE /qoL? ‘ usAE /qoL? ‘

0.0 0.0000 0.0000 0.0000
0.1 0.0165 0.0199 0.0152
0.2 0.0320 0.0379 0.0502
0.3 0.0455 0.0522 0.0445
0.4 0.0560 0.0613 0.0566
0.5 0.0625 0.0645 0.0645
0.6 0.0640 0.0613 0.0661
0.7 0.0595 0.0522 0.0599
0.8 0.0480 0.0379 0.0455
0.9 0.0285 0.0199 0.0247
1.0 0.0000 0.0000 0.0000

Tabela 2.4: Exemplo 4: comparacao entre as solugoes.

Até aqui, tem-se aplicado o Método de Galerkin sem levar em consideragao as caracteristicas
que o operador A pode ter. Isto implica na necessidade de se trabalhar com func¢oes coordenadas
que, além de satisfazer, em principio, todas as condig¢oes de contorno, devem ser suficientemente
regulares para que a aplicacao do operador diferencial A as fungdes coordenadas ¢; tenha
sentido.

Em numerosos problemas da Fisica Matematica, o operador A apresenta caracteristicas tais
como simetria, positividade e de ser limitado inferiormente (ver Capitulo I). Através destas
caracteristicas é possivel trabalhar, aplicando o Método de Galerkin, com fungoes coordenadas
que nao precisam ser tao regulares como as anteriores, nem tampouco precisam satisfazer todas
as condigoes de contorno.

Para fixar as idéias aqui expostas, tomam-se alguns exemplos e posteriormente passa-se a
formalizar sua apresentacao.

Considere o problema do valor de contorno que vem sendo estudado,

d*u

u(0)=u(L)=0
d*(")

2

Segundo foi visto, o dominio do operador A = —AF esta dado por,

DA:{U;UGC2(0,L),U(O):1)(L) :0}

Dado o conjunto {¢;};-, € D4, o Método de Galerkin consistia em determinar a solugao
d?u,,
2

Em outras palavras, determinar u,, € Span {¢;}

aproximada u, € Span {¢i}¢=1,n com a propriedade de que o residuo —AFE —q =1, seja or-

togonal a todo elemento de Span {¢;}
tal que:

i=1,n" i=1,n

L d*u
(Aun - f7 Un) = / <_AE— - ) Unda: - Oyvvn S SpCLTL {sz}?:l
0

dx?
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Dado que u,, e v,, também pertencem a D 4, tem-se a expressao anterior, que integrando por
parte nos conduz a :

L d*u L du,, dv,, du, 1 "
/0 <—AE@ — ) Undl‘ = /0 (AE%% — qvn> dl'—AE% Un|0 = O,an c Spcm {¢i}i:1

Na expressao anterior, o termo no contorno é nulo por ser v, (0) = v, (L) = 0. Logo, o
problema de Galerkin se reduz a:

L du,dv, L n
/0 AE%% = /0 quadx, Vv, € Span{¢;};_,

que ¢ idéntico a:

no L dd: dob: L
{Z/ AE% dgbldac}aj:/ qpidxr, i =1,2,....n
o x dr 0

Na expressao anterior, as fungoes u,, e v, nao precisam ser tao regulares. De fato, é sufi-
cientemente, por exemplo, que sejam elementos de ij (0, L), quer dizer, fungdes continuas com
derivadas continuas por parte, continuando nulas no contorno.

A observagao anterior é de enorme importancia ja que traz conjuntamente dois aspestos ja
discutidos:

e As fungoes coordenadas sao menos regulares. Isto facilita a sua construcao.

e Ao serem menos regulares, é mais facil construir funcoes coordenadas de suporte com-
pacto.

Como sera vsito mais adiante, estes aspectos sao fundamentais no Método dos Elementos
Finitos.

Como um exemplo, as fungoes coordenadas mais simples em ij (0, L) e nulas no contorno
podem ser construidas da seguinte forma.

Dado um intervalo (0, L), divide-se o mesmo em N subintervalos que, por simplicidade,
supoe-se serem iguais. Ao realizar esta particao, tem-se definidos N — 1 pontos, sendo o ponto

genérico ¢ de coordenada x; = ih,h = N A cada né 7, pode-se associar a funcao ¢; que

satisfaz a propriedade de ser nula para todo = € (z;_1,x;), vale 1 em x; variando linearmente
em (x;_1,x;) e (z;, T;41). Esta fungdo pode ser expressar da seguinte forma (Figura 2.3),

0 se T ¢ [,137;_1,,137;+1]
T — Ti-1
¢i (.CIZ') _ —_— se T € [,137;_1,.1‘7;]

r — I
e se T € [,137;,,137;+1]

h

Os elementos do espago Span {qﬁ@}i\:ll estao definidos por:

N-1

Up = Z ai¢i

=1
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Figura 2.3: Funcao ¢;.
e pela definicao das funcoes ¢; resulta:
on (2:) = @

Observa-se que os coeficientes a; passam a ter um significado mais preciso: a; é o valor de
v, no ponto x; da partigao (Figura 2.4).

Figura 2.4: Fungao ¢;.

Ao aplicar o Método de Galerkin, a equagao i-ésima, ou seja, a equagao associada a fungao
¢; esta dada para o exemplo em consideracao por:

oL dds dobs L
{Z/ AE% dgbzdx}aj:/ qpidr,i =1,2,... N —1
/o x dx 0

T serem ungo ; upor m uni ientes nao-nulos na somatéri
Por serem as funcoes ¢; de suporte compacto, os cos coeficientes nao-nulos na somatoria
do primeiro membro estao associados ao indices 7 =14 — 1,7,7 + 1. Por outro lado,

L Titl
/O qpidr = /z qoidx

i—1

Ao
O calculo destes coeficientes resulta aum mais simples em virtude de que % esta dado por:
x

0 sex¢[ri1,Tiu]
1
do; _ ) = sex€[ri1,x
dx h 1
—7 se T € [T, Tit1]

Como se vé, as derivadas resultam constantes por partes, facilitando o cédlculo dos coefi-
cientes.

Se considera-se uma particao como na Figura 2.4, os coeficientes da matriz e o termo
independente do sistema de equacgoes resultam iguais a:

2h 1 2AF
KH = 0 AEﬁdl‘ = T = K22 = K33
2h 1 AFE
Ky = Ko — AE—de =——— =Ky =Kz
h h h

(x — 2h)

A dv =qh = fy=f3

o 2h
f1=/ q—-dx — q
o h h
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Matricialmente, o sistema consiste em:

2 —1 0 ay qh2 1

-1 2 -1 . Q9 = E 1

0o -1 2 as 1

cuja solucao consiste em
a, gh? 1 3 21 1 gh? 1 6
el T T Y B B T Salryor i W
as 1 2 3 1 6
Desta forma, a solucao aproximada resulta,
o ah* 1
u AE 43 (6¢1 + 8¢2 + 6¢3)

Em particular para x = L/2, a solugao exata conduzia ao resultado (ver Exemplo 1):

12
ey = gapoE 9|, =5
“ qL? 8 qL?
=t = © = UEH T ans
ou seja, obtém-se o valor exato. No ponto z = L/4, tem-se,
3 qL?
et = gt = s
" 6 qL? 3 qL?
b=t = 2= FUAL T 33 AB

Como pode-se observar, novamente alcangou-se o valor exato. Entretanto, entre dois pontos
da particao, a solucao aproximada é linear, enquanto a solucao exata é quadratica. A diferenca
entre a solucao aproximada exata faz-se sentir quando se tomam as derivadas. Em efeito, a
derivada de u® é constante em cada subregiao definida pela particao. O mesmo nao ocorre com
a solugao exata cuja derivada ¢é linear em (0, L).

Na solucao aproximada, a derivada é constante em cada subregiao, sendo descontinua no
ponto comum de duas subregioes. No exemplo em consideracao, tem-se:

e Solugao exata:

du q
e Solugao aproximada:
du® 1 qL?

iz B AE (661 + 80, + 663) ,z € (0, L)
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Recordando a definicao das ¢; resulta:

du*  6qL*1 3qL €<0L>
dr  BAEL 8AE' T -\"1
du® 6qL2 / ) 1qL2 6 8
o = s 04 80) = 555 ()

2 qL? 1 qL c <L L)
- = —-—— -

43 AEh 8 AE’ 4’2

e dada a simetria, nas outras das subregioes, as derivadas sao iguais mas de sinais contrarios
com as suas respectivas regioes simétricas.

Observa-se outro detalhe importante. Por exemplo, no primeiro intervalo, o valor da
derivada da solucao exata varia linearmente entre os valores:

d_u
dx

_qL du

_ b
T 24E © du|,_

L 4AE
4

z=0

Logo o valor médio sera:

du\ (e tiiE) 34l
dzx médio 2

Como pode-se ver, o valor médio no intervalo (O, %) da derivada da solugao exata coincide
com o valor da derivada (constante) da solug¢ao aproximada.

De uma maneira intuitiva, o exposto anteriormente diz que, aumentando o niimero de sub-
regioes (N — ooparah — 0), tem-se que u® se aproximara da solucao exata. Matematicamente
(veja Método de Energia, Semindrios de Mecanica Aplicada do Laboratério de Computagao
Cientifica) se pode demonstrar que:

u® — u, uniformemente

e se ¢ é suficientemente regular (caso do exemplo),

du® du
2=
dx dx

, uniformemente

Se ¢ nao é tao regular, a convergéncia da derivada primeira é no sentido da média ou Lo,

ou seja,
2
. (du®  du
0 —— | dz—0
dr  dx
h — 0
Agora bem, empregando funcoes coordenadas como as que se tem utilizando, para cada
partigdo (quer dizer, para cada N e, portanto, para cada h = %) serd necessario construir toda

a matriz do sistema e seu vetor termo independente. Entretanto, a construgao desta matriz



2.2. Método dos Residuos Ponderados 49

resulta extremamente facilitada através da definicao de uma matriz de base ou elementar. De
fato, recorde que o Métod de Galerkin consistia em:

L du,, dv L
/o T dn dx ; qupdx, Vv, € Span {¢;}._,

de onde n estd associadoa divisao realizada no intervalo (0, L). Em particular, se N é o ntimero
de subintervalos, n = N — 1. Para esta divisao, a expressao anterior pode ser reescrita como:

5

dut, des
Qe dr d

Zd /quedx}—Oz—lQ SN —1

de onde u e ¢¢ sdo as restrigdes de u, e ¢; sobre a regiao Q. = {(e — 1) h,eh} ,h = £, dizendo:

ue — 0 se x ¢
T Ge—19i_1 Faedt  se x €€
0 se T & [Te_1,x]
T — T, .
e_ ) — para todo x € [T._1,z| sei =€ —1
b; h
T — Te-1

para todo = € [x._1,x.] sei=c¢e

As Figuras 2.5 e 2.6 representam geométricamente o que foi exposto;

Figura 2.5: Restricao de u,, em ), = €25.

Figura 2.6: Restricao de ¢; e ¢o em 2, = s.

Do anterior, segue-se que cada subregiao e colabora com o sistema global de equagoes através
do seguinte sistema de equagoes associada a subregiao e-ésima:

lel KﬁHael]:lﬁ]
K261 K§2 Qe fze

doe_ AE

Ke :/ AE d = —

1 o, ( dz ) T h

. dpt\® AR
KQQ_/QAE<dx> dr ==

dg;_y dos AE
Ke — K¢ :/ AR %Pet _ Ay
12 2 Ja, dx da: h

Ji= er q9e_1dx = er qpedx

de onde:
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Substituindo estas expressoes no sistema de equagoes anterior resulta:

AE | 1 -1 Qe—1 | qh | ff
h | -1 1 ae |~ 2| fe

e para o exemplo em consideragao (¢ = cte), o sistema anterior resulta,

AE |1 -1 Ge1 | _gh |1

h | -1 1 a | 2|1
Desta maneira, uma vez calculado o sistema de equagoes associado a cada subregiao e (como
serd visto mais adiante o Método de Elementos Finitos chama esta subregiao de elemento e ),
o sistema global ¢é estabelecido através da montagem adequada de cada um dos subsistemas.

A Figura 2.7 representa geometricamente a idéia anterior para o caso particular do elemento
e=4e N =8

Figura 2.7: Montagem da matriz global.

Como pode-se observar na Figura 2.7, cada coeficiente global é obtido somando cada uma
das contribuicoes locais que estao associadas ao mesmo.

Um outro aspecto importante do Método de Galerkin deve ser discutido. Até aqui, tem-
se exigido que as fungoes coordenadas satisfacam todas as condigoes de contorno até agora
supostas homogéneas. Deseja-se mostrar que quando o operador é simétrico positivo-definido, as
condigdes de contorno denominadas naturais (ver Capitulo I) ndo precisam ser satisfeitas pelas
fungoes coordenadas. Em outras palavras, quando o operador é simétrico positivo-definido,
as condicoes de contorno principais sao as unicas que precisam ser satisfeitas pelas
fungoes coordenadas.

Para discutir isto, considera-se um exemplo tipico. Tome o problema de uma barra tra-
cionada com um extremo livre. O problema de valor de contorno consiste em determinar u tal
que:

d*u

u(0) = 0

AFE @ = 0
dx ol

Segundo foi visto, o dominio do operador é o espago vetorial:

d
U }
=L

DA = {U,U - 02 (O7L)7u|z:07 %
=L

Considere o espaco Adm,, D Dy:

du

Adm,, = {u,u c C?(0,L), y
x
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O Método de Galerkin consiste em determinar v € Adm, tal que o residuo associado seja
ortogonal a todo elemento de Adm,,, ou seja,

L 2
/ (—AEd—u — ) vdx + (AE@U> =0,Yv € Adm,,
0 dr ) _.

dz?

Integrando por partes a expressao anterior, tem-se

L du dv du
—AF—— — — | AE—
/0 ( dx dx qv) du ( dxv>
para todo v € Adm,. Da expressao anterior e da definicao de Adm,, se segue que:

L
/ AEd—u@—qv dr =0,Yv € Adm,,
0 dx dx

L du
+ (AE —v) =0
0 dv ) .

expressao idéntica a que haviamos chegado considerando o problema definido em D 4.

Novamente, e como ja havia sido notado, a integracao por parte permite reduzir o grau
de regularidade sobre as funcgoes admissiveis. O problema pode assim ser considerado como:
determinar u € V' tal que:

L
/ AEd—u@—qv dr = 0,Yv € Adm,,
0 dx dx

onde :
V{u;ueCl(0,L),u(0) =0}

Na continuacao, apresenta-se um exemplo.

Exemplo 2.6 Considere o problema de valor de contorno:

d2
E£+u+x:Qx€@J)

com as condi¢oes de contorno:

u(0)=0
d
) IR
dr| _,

Aplica-se Galerkin supondo, primeiro, que as funcoes coordenadas satisfazem todas as condi¢oes
de contorno. Para este exemplo, as fungoes coordenadas podem ser:

Cbl:x(l—g),¢2=$2<1—§$),¢3=m3<1—%x>,etc

Se tomamos a primeira funcao, a solucao aprorimada serd tal que:

L "
/ (a1¢1 +a191 + JU) prdzr =0
0
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que integrando conduz a:

2 5
—Eal — ﬂ = 0
de onde:
25
M=oy

Logo, a solugao aproximada serd:

o 25 <1 x)
RV 2

Considere, agora, o problema definido em um espago V' onde somente a condigao u (0) = 0
¢ satisfeita por todo elemento desse espaco. Aplicando Galerkin para este caso, tem-se:

d*u

/1 — tu+z vdx+d—uv] =0,YveV
0 \dz? de =17

Integrando por partes:

1
/ (_d_u@+uv+xv>d$:0,vvev
0 dz dx

As funcgoes coordenadas sao agora mais faceis de serem escolhidas e, por exemplo, podem
ser:

01 =1, Py = x2, ete

que, como pode ser visto, satisfazem unicamente a condi¢do ¢; (0) = 0.
Considerando as duas primeiras fungoes coordenadas tem-se:

1
0

w [ {017+ B} drtas [ {~upr+ oain}dz = — [words

1 1
ar [ {66, + dr6a}dutaz [ {632+ 93} do = — [a6ada
0 0
de onde: ) 5 .
—§01 —302 = g
—ju —REa =3

l]
3
1
4

cuja solugao conduz a:

137 60
ay = —=;09 = —
PT1397 T 139
Logo, a solucdao aprorimada é:
. 137 60

T 1397 139"
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a

a

‘ x ‘ U U U
0.0 0.000000 | 0.000000 | 0.000000
0.1 0.095092 | 0.099958 | 0.094245
0.2 0.157700 | 0.197500 | 0.179856
0.3 0.245953 | 0.255525 | 0.284029
0.4 0.320742 | 0.333338 | 0.325180
0.5 0.397329 | 0.390625 | 0.384892
0.6 0.445049 | 0.437500 | 0.435971
0.7 0.492329 | 0.473958 | 0.478417
0.8 0.527594 | 0.500000 | 0.512230
0.9 0.549794 | 0.515625 | 0.537410
1.0 0.557409 | 0.520938 | 0.553957
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Tabela 2.5: Exemplo 6: comparacao entre as solugoes.

Na Tabela 2.5, compara-se a solucao exata:

sinx

u = —
cos 1
com as solucoes aproximadas u® eu®.
A derivada de u® em x =1 resulta:
du* 137 120 17
=— — — = — =0.122302
dx 139 139 139
que, como pode-se notar, resulta aproximadamente nula. Em particular, a medida que aumenta-
se o numero de fungoes coordenadas que irdao intervir na solugdo aprorimada, a derivada em

xr =1 tende a zero.

Condigoes de Contorno Nao-homogéneas

Na seccao anterior, foi apresentado o Método de Galerkin analisando o caso de condigdes de
contorno homogeéneas. Nesta seccao, apresenta-se como trabalhar com o método quando as
condigoes de contorno sao nao-homogéneas.

Para isso considera-se inicialmente um exemplo e, posteriormente, generalizam-se os resul-
tados.

Considere uma viga da seccao transversal retangular submetida a uma carga ¢ e apoiada
sobre uma base de fundacao eldstica (Figura 2.8)

Figura 2.8: Viga sob fundacao felxivel.

O problema de valor de contorno estd dado por: determinar u € C* (0, L) tal que satisfaga

EI—4U + ku = todo = € (0, L)
u em todo X
l(L‘4 q? )
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com as condigoes de contorno
EId;“ M, ;i=0,L
EIT$ =Q; 1i=0,L
onde M; e Q; sao os momentos e as forcas cortantes aplicadas nas extremidades da viga e k o
coeficiente de elasticidade da fundagao.
Considere v € Cfp (0, L). Logo, o problema do valor de contorno anterior é equivalente ao
de determinar a fungao u € C?, tal que para todo v € CZ, (0, L),

/OL EI (%) (;FQ) dac—l—/ kuvdz — /OL qudz+Qv (L)+Mpv' (L)—Quv (0)— My (0) (2.1)

Para provar o anterior, integra-se por partes o primeiro membro da equacao anterior. Tem-se
assim:

L d*u (d*v d*u dvl"
| Bt (dx2> (d 2>dx+/ kuvda / E]@’Udl’—i-Efp z.

- - L
= / qudz + Q; vl —i—MiU‘O
0

d3u L
— EI@ /U‘O

Agrupando, convinientemente, tem-se:

L dh Pu dv
EISY 4k - q)vde + [ EISY — 1,
/o< dt q)““( dz? )dx

dBPu - I
. Ejﬁ_Qz /U‘O :O

para todo v € C’Zp (0, L). O anterior diz que cada termo deve ser nulo. Logo, o primeiro termo
conduz a prépria equacao que governa o problema. O segundo termo diz que se as derivadas
das fungoes coordenadas nao satisfazem nenhuma restrigao no contorno, a solucao do problema
variacional satisfaz na forma natural a condicao:

d*u

O mesmo ocorre com o terceiro termo que garantird que a solugao ird satisfazer:

d3u .
—Elﬁ —Q;=0,i=0,L

Em outras palavras, a solucao v do problema de valor de contorno ¢é tal que o residuo ¢
ortogonal a toda funcao v € CZ, (0, L).

Agora bem, o Método de Galerkin permite determinar uma solugao aproximada do prob-
lema. Segundo foi visto, basta definir o problema variacional desenvolvido anteriormente num
espaco de dimensao finita. A condigao de ortogonalidade do residuo neste espaco de dimensao
finita equivale a dizer que o residuo é ortogonal a cada uma das funcoes bases desse espaco.
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Em outras palavras, dadas as fungoes coordenadas {¢;}
de Galerkin consistird em determinar u, € V,, = Span {¢;}

denso em CZ, (0, L), o Método
tal que:

1=1,00

i=1n

L
0

L dPu, ;i L L - VNI
/ EI dm+/ kungbidac:/ gdude + (Qoy+ ML) i=1,2,....n
0 dz? dx? 0 0

Como pode ser visto, o problema consiste agora em determinar as fungbes bases ¢;. Es-
tas fungoes devem ser fungoes continuas com derivadas continuas e com derivadas segundas
quadrado integraveis.

Por exemplo, poderia se trabalhar com fungoes coordenadas do tipo senos e/ou co-senos
ou ainda com polindémios. Estas funcoes estdo definidas em todo intervalo (0, L) e sdo mais
regulares do que realmente necessario. Como ja foi notado anteriormente, no caso de estarem

definidas em todo o intervalo (0, L) traz junto alguns inconvinientes:

e Matriz do sistema cheia e, portanto, geralmente com tendéncia a mal-concicionamento
numérico a medida que aumenta-se n.

e Dificuldade em satisfazer as condig¢oes de contorno principais.

No caso de serem mais regulares do que o necessario, impossibilita de colocar em evidéncia
alguma descontinuidade que o problema pode admitir. Por exemplo, se os momentos de inércia
ou os médulos de elasticidade sao descontinuos em 1z, nesse ponto existe uma descontinuidade
na derivada segunda. Se a carga aplicada na viga é do tipo concentrada, tem-se descontinuidade
na derivada terceira.

Novamente, percebe-se que é vantajoso trabalhar com func¢ées coordenadas de suporte com-
pacto. O leitor poderd notar que as fungdes polinominais ctbicas definidas por:

=0 se T ¢ (mi_1,$i+1)
1 T =
fi(x) = 0 T=1T;_1€T=2Ti1
ytalque — =0 emz=2x;4
xr=2x; y U= Ti41
=0 para x & (T;_1,Ti11)
0 T=Ti1€T =T
d
gi(z) = g’z_g =0 emz=2;_1,%i11
T
g
e 1 ,z=u

podem ser consideradas como funcoes bases e tem a caracteristica de serem de suporte compacto
(Figura 2.9).

Figura 2.9: Funcoes ctibicas de suporte compacto.
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Figura 2.10: Exercicio 4.
Exercicio 2.4 Aplique o Método de Galerkin no problema da viga em flexao da Figura 2.10.

1. Defina a equacao diferencial que governa o problema.

2. Condicdes de contorno. Quais sao as condi¢des principais e quais as naturais?
3. Defina o Método de Galerkin para este problema.

4. Determine as fungoes coordenadas tipo seno ou co-seno correspondentes.

5. Determine a solucao aproximada tomandon =1, n =2, n =3 e compare com a solu¢cao
exata.

Exercicio 2.5 Idem ao problema anterior mas com polinomios.

Exercicio 2.6 Idem ao primeiro problema mas com funcdes de suporte compacto como as
apresentadas. Qual € a funcdo coordenada associada ao no x = L? Trabalhe com um so
ponto x1—;, e com dois pontos x1 = 0.5L, x5 = L. Compare com a solucao exata. Comente o0s
resultados.

Exercicio 2.7 Considere o problema de tor¢ao de uma barra de sec¢ao retangular (Figura
2.11). O problema de valor de contorno consiste em determinar ¢ tal que:

o 0%
%4_%_2@9, em Q= (0,a)x(0,b),¢ =0 em S

Figura 2.11: Exercicio 7: tor¢ao numa barra retangular
Aplique o Método de Galerkin tomando como func¢ao coordenada:

Uy =x(r—a)y(y—b)

e compare com a solugao exata. Defina as outras funcioes bases Wy, U3, etc.

Exercicio 2.8 Aplique o Método de Galerkin ao problema anterior, mas com funcdes coorde-
nadas do tipo seno. Defina estas funcoes e calcule a solugdo aproximada para o caso den = 1.
Compare com a solugao polinominal anterior. Pode-se definir a solugdo paran = oo? Comente
sua resposta e em caso afirmativo, dé esta solugao.
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2.3 Meétodo de Ritz

2.3.1 Minimo de um Funcional

O problema bésico que deseja-se resolver consiste em determinar a solugao de uma certa equagao
diferencial associada a determinadas condigdoes homogéneas de contorno. Chamando como D 4
o conjunto de fungdes u suficientemente regulares (no sentido do operador diferencial A) tal
que satisfacam as condigoes de contorno do problema, tem-se que o anterior é equivalente a

determinar u € D4 tal que:
Au = f em Q (2.2)

e como u € D, significa explicitamente que as condigdes de contorno estao todas satisfeitas.
No que segue, supoe-s, também, que o operador A é positivo-definido(p.d.).
Em virtude da limitagao anterior (o operador A é p.d.) pode-se colocar o seguinte teorema.

Teorema 2.1 Se o operador A € positivo-definido, o problema de valor de contorno definido
anteriormente € tal que se existe solugcao, a mesma € unica.
Demonstracao: Suponha que existam duas solugoes uy # us, logo:

Auy=f , Aug=f
subtraindo membro a membro e da linearidade do operador A resulta:

A(ug —ug) =0 em Q
multiplicando ambos os membros da equacao anterior por (u; — ug) e integrando em ) tem-se:

/Q(ul —ug) A(up —ug)d2 =0
Agora, por ser A p.d. tem-se (ver capitulo 1):
(v,Av) >0 e =0 see somente sev =0
disto e da expressao anterior se seque que:
Uy = Us

com 1sso, demonstra-se o teorema.
Pode-se colocar agora um segundo teorema que é a base do ponto de partida do Método de
Ritz.

Teorema 2.2 Teorema do Minimo de um Funcional. Seja A positivo definido e suponha que
o problema de valor de contorno tenha solucao. Logo, de todos os wvalores alcangados pelo
funcional,

F(u) = (Au,u) — 2 (f,u) = /QuAudQ—2/ﬂfudQ (2.3)
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para cada uma das funcées u € Dy, o menor € o valor dado a este funcional pela solucdo do
problema. Reciprocamente, se eziste em D uma func¢ao que minimiza F (u), esta fungdo serd
solugao de (2.1).

Demonstracao: Seja ug € Dy solucdo de Au = f, que € unica pelo Teorema 1. Logo:

AUO = f
que substituida em (2.83) conduz a:
F(u) = (Au,u) — 2 (Aug,u) = (Au,u) — 2 (Aug, u) + (Aug, ug) — (Aug, ug) =

= (A(u—1up),u)+ (Aug,up — u) — (Aug, up) =
= (A(u—1up),u—ug) — (Aug, up)

Os dois termos do sequndo membro sao estritamente positivos. Logo, o menor valor que
alcangard o funcional F (u) corresponde ao campo u que anula o primeiro termo do segundo
membro, ou seja,

U = Ug
Em particular, para u = ug, o valor minimo F (ug) serd:

min F' (u) = F (ug) = — (Aug, up)

u€D 4

A primeira parte do teorema estd assim demonstrada. Para demonstrar a sequnda parte,
suponha que existe u* € Dy fazendo com que o funcional cdo F (u) alcance seu valor minimo.
Logo, para todo v € Dy e A € R tem-se:

F(u"+ M) —F(u") >0 para todov € Dy , A € R
Desenvolvendo a expressao anterior, tem-se:

A(w + M), (u* 4+ M) = 2 (f,u" + Av) — (Au”, w*) + 2 (f, u*) =
= 2) (Au*,v) + A2 (Av,v) — 2X (f,v) =
=2\ (Au* — f,v) + A\? (Av,v) >0

para todo v € Dy e A € R. A desigualdade anterior € nao-negativa e quadrdtica em \. Logo,
seu descriminante deve ser nao-positivo:

(Au* — f,0)* — (Av,0) 0<0  YoeDgreR

portanto:

(Au*— f,v) =0 Yv € Dy

Mostra-se agora que a equacdo anterior implica que Au* — f = 0. Dada a regqularidade
assumida sobre Dy, a fungao ¥ =V (x) = A u* (z) — f (z) para x € Q é continua. Suponha
que ¥ ndo seja identicamente nula. Logo existe um x = P onde, por exemplo, ¥ (P) > 0. Pela
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continuidade de U eziste uma esfera w de centro em P contida em €2 na qual ¥ € estritamente
positiva (V¥ (z) >0, x € w). Como v € D4 € arbitrdrio, adota-se a sequinte fun¢do:

(R =)™ serzecw
v:v(x):{
0 sex ¢ w

onde R indica o raio da esfera w e r a distancia entre o ponto x e o centro P da mesma. Por
sua vez, k é a ordem da maior derivada contida em A (Figura 2.12).

Figura 2.12: Funcao ¢.

Para esta fungao v tem-se:
(Au* — f,v) = / (Au* — f)odQ) = / (Au* — f) (32 — TQ)KH dQ2=0
Q w

o anterior € possivel ja que:

(R2—r2)K+1 > 0emuw
(Au*—f) > Oemw

Chegou-se a esta incongruéncia em virtude de supor que ezistia um ponto P para o qual
Au* — f nao era nulo, logo:
Au*— f =0
e da unicidade (Teorema 1) tem-se u* = ug demonstrando a sequnda parte do teorema.

Como serd visto nos exemplos apresentados ao longo deste texto, o funcional 2.3 resulta
proporcional a energia do sistema em consideragao. Nestes casos, o Teorema 2 é equivalente
ao Principio da Minima Energia Potencial.

Como também pode-se notar, o Teorema 2 permite substituir o problema de integrar a
equagao diferencial sob certas condigbes de contorno pelo problema de determinar a funcao
que minimize a funcional F' (u). Em particular, o Método de Ritz permite determinar solugoes
aproximadas deste problema minimo.

Apresentam-se agora alguns exemplos que mostrarao alguns aspectos interessantes,

Exemplo 2.7 Seja o sequinte problema de valor de contorno:

—d*u
dz?

=2 z2€(0,1)

com as condi¢oes de contorno:
u(0)=u(l)=0

A solugao deste problema € ug = x (1 — ). O operador A do p.v.c. € positivo-definido (na
realidade também € positivo limitado inferiormente). De fato:

T, 1 1
(Au,u) = / —u udr = —u uly +/ (u') da = / (W) dz > 0
0 0 0
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e se (Au,u) =0 - u' =0 — u = cte em (0,1) e das condi¢des de contorno u = 0 logo, A é

positivo definido.
De acordo com o Teorema 2, a solugdo ug minimiza F (u) em D,, donde:

F(u)= /01 (—u”u - 4u) dx

Para este problema, a condigao de minimizar F (u) em D4 € essencial. De fato, considere
uy =z (2 —xz). Logo, uy ¢ Da (a condi¢ao de contorno em x =1 ndo estd satisfeita). Logo:

1 1 4
F(u) :/ 22 (2 — ) — 42 (2 — 2)] dz = —/ 2(2—a)de = —3
0 0
1 1 1
F (uo) :/ 20 (1 —2) — 4z (1 — 2)] dz = —/ 2 (1-a2)de = —3
0 0
Logo F (ug) > F (uq).
Exemplo 2.8 Seja o problema:
—d?u
— =2 z€(0.1) (2.4)
com as condicoes de contorno:
w (0)=0,u (1)+u(l)=0 (2.5)

O problema de valor de contorno tem como solucio a funcao ug = 3 — % e o operador com
estas condicoes de contorno seque sendo positivo-definido. De fato:

(Au,u) = [} —u'"ude = —uul, + f) (u')dx
= —u/ (Du (1) + fy () dz = (u(1)* + 5 () dz >0

Se (Au,u) =0 —u' =0 eu(l) =0, logou=0.
De acordo com o Teorema 2, a funcao ug faz com que o funcional:

F(u) = /01 (—u3u — 4u) dx

tome o menor valor de todos os valores que pode alcancar para cada w € Dy. Mostra-se
que para este caso a fungdo ug faz com que F (u) tome o menor valor comparado com os que
alcangaria com qualquer funcdo que em 0 < x < 1 € continua com derivadas primeiras também
continuas independentemente de serem satisfeitas as condi¢oes de contorno. Para mostrar isto,
seja u = u (x) uma fungdo continuamente diferencidvel em x € [0,1]. Pode-se definir v como:

V=1U— U
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Tem-se, assim:

F(u)=F(u+v)=f, {(uo—irv)/l (up +v) —4(u0+v)} dr =
=y [(uo +0) (ug+v) —4(up+ U)} + (u;) + v/) (uo + v)‘;
= i (o +)" = 40+ 0)] o+ fuo (1) + 0 (V2
= (u;)Q +2ug v + v 2 —dug — 41)) dr 4+ ud (1) + v* (1) + 2ue (1) v (1)
- {fol (u;)Q — 4u0) dr + u? (1)} = {2 Iy (u;) v — 21}) dz + 2ug (1) v (1)} + {fol v 2dx + v? (1)}

Observa-se que o primeiro termo do sequndo membro é F (ug), e o sequndo, serd mostrado,
¢ nulo. De fato:

2/} (u;) v — 21)) dx + 2up (1) v (uo + 2) vdx + 2ugy v|y 4+ 2ug (1) v (1)
20, (1o (1) + 2uo <1> <1> =2 [uy (1) + o ()] v (1) = 0

Logo, F (u) toma a forma:

F(u):F(u0)+{/Olv/ o+ (1)} 2 F (uo)

e igual se e somente se v = 0 quer dizer se u = ug. Como resultado deste exemplo, vé-se
que o problema do minimo da fun¢ao associado ao problema de wvalor de contorno 2.4 e 2.5
pode colocar-se em um conjunto de funcoes V. mais amplo que D4 sem modificar o resultado.
A fungao ug seque minimizando F (u) em V', nas condigées de contorno cujas fungoes nao
necessariamente satisfazem as condigcoes de contorno.

Proposicao 2.1 (Observagao) Deve-se ressaltar que para estabelecer o Teorema 2, partiu-se
da hipotese que a solugao do problema de valor de contorno existia e de que existia a func¢ao
que minimiza F (u) em Dy. FEste problema da existéncia ndo serd discutido neste texto. O
leitor interessado poderd consultar as obras de Mikhlin citadas na Bibliografia.

2.3.2 Sequéncias Minimizantes

Seja um certo funcional ¢ (u) cujos valores estao limitados inferiormente. Neste caso, pode-se
demonstrar se existe um limite exato d para ¢ (u):

d = inf 2.6

ot ¢ {u) (2.6)

onde Dy é o dominio de definigao de ¢. Tomando por base o exposto anteriormente, pode-se
introduzir a seguinte definicao.

Definicao 2.1 Sequéncias Minimizantes. Seja ¢ cujos valores estao limitados inferiormente
em Dy. A sequéncia u,,n = 1,2,... de funcoes pertencentes a Dy é chamada de sequéncia
minimizante para ¢ (u) se:

lim ¢ (u,) =d (2.7)

n—~o0
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Seja agora A um operador positivo-definido. Logo seu funcional de energia serd dado por:

Se existe solugao uy do p.v.c. Au = fy, foi visto na seccdo anterior que (2.4) pode ser
reescrita como:

F(u) = (A(u—uo), (u—uo)) — (Aug, uo) = |lu — uoly — uoll’

onde ||| , é a norma energia (ver secgao 1.8 do Capitulo I). Como pode-se notar da expressao
anterior, o funcional F' (u) estd limitado inferiormente e seu infimo d estd dado por:

d= inf f(u)=—|luol}

u€D 4

Tendo presente a Definicao I e a expressao anterior, conclui-se que uma sequéncia mini-
mizante para a funcdo F'(u) estd caracterizada por:

lim F (uy) = — Juo| = —/ uoAugds)
n—oo QO

Pode-se, assim, definir o seguinte teorema.
Teorema 2.3 Se o problema de valor de contorno Au = f,u € D4 tem solugao , logo toda
sequéncia minimizante para a fun¢do energia F (u) = (Au,u) —2 (f,u) converge na energia

para esta solucao.

Defini¢do 2.1 (Demonstragcao) Se u, ¢é uma sequéncia minimizante para F (u), tem-se
que:

2 2
F(un) = [lun —uolly = lluolly, — — 0
n — 0o
que 1mplica em:
2
[un —woly — — 0
n — 0o

ou seja, u, converge na energia a ug. Se o operador A € limitado inferiormente (Capitulo I ),
tem-se:

[ uAudf = Juol = 72 lu|” = 9* [ w2d27 >0

logo, neste caso, a convergéncia na energia implicard também convergéncia na média.

Deve-se notar que o préprio Teorema 1 sugere um método de calculo para determinar a
solucao aproximada de ug. Para isso, é suficiente construir uma sequéncia minimizante para a
fungao energia associado ao problema de valor de contorno. Como serd na sec¢ao a seguir, o
Método de Ritz é justamente um método para a construcao de sequéncias minimizantes.
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2.3.3 Método de Ritz

Segundo foi visto, o p.v.c.:
Au = f + c.c. homogéneas (2.9)

quando A é positivo definido se reduz a determinar a funcao u* € D, que minimiza a fungao
energia:

F(u) = (Au,u) —2(f,u) ,u € Dy

De acordo com o que foi visto em alguns exemplos da Secgao I1.2 pode-se, de acordo com as
condigdes de contorno, estender o problema do minimo de F' (u) sobre um conjunto mais amplo.
Para fazer este ultimo, observa-se, primeiro, que D4 tem a estrutura algébrica de um espaco
vetorial, em outras palavras combinacoes lineares de funcoes de D4 sao também funcoes de D 4.
Em virtude das propriedades exigidas das funcoes de D4 e dado que o operador é simétrico
positivo-definido, pode-se introduzir em D4 um produto interno (ver Capitulo 1):

W), = AdQ:/ AudQ
(u,v) 4 /qu | vAu

para todo u,v € D4. Como ja foi visto, este produto interno induz a uma métrica chamada de
norma energia:

luoll , = (/Q uAudQ>§ ue Dy

Tem-se, assim, que o espago D4 com o produto interno na energia induz, que por sua vez
induz a norma energia, passa a ser um espago vetorial com produto interno. Este espaco nao
é necessariamente completo, quer dizer, nem toda sequéncia fundamental de Cauchy converge
para elementos deste espaco. Completando este espago, ou seja, agregando ao espaco vetorial
com o produto interno, todas as fungoes para as quais convergem todas as sequéncias de Cauchy,
tem-se, entao, o que comumente denomina-se de Espaco Energia, designado por H,4, e em
virtude da forma como foi construido é um espago de Hilbert.

Como ¢ facil perceber, o espaco de Hilbert H, estda formado por todas as fungoes em D4
(quer dizer fungbes bem regulares e cujas derivadas sdo calculadas no sentido classico ), mais
outras fungoes u que se caracterizam porque sempre existe em D, uma sequéncia {u,}
tal que:

n=1,00

lun = wolly = 0
n — 0o

Estas funcoes sao mais gerais que as de D4 ja que sao menos regulares, implicando que o
conceito de derivada deve ser generalizado dando lugar ao que se denomina derivada general-
izada de u.

Nao serao abordados mais detalhes ja que sé interessa o aspecto computacional do método.
Portanto, ¢é interessante ressaltar que H,4 é um espaco mais amplo que D4 e menos regular,
logo se apresenta como um espaco adequado para procurar a solucao.

Surge ai uma pergunta: é possivel estender o problema de minimo do funcional energia
F (u), colocado originalmente em D,, para o espago energia H4 ? O minimo de F (u) é o
mesmo em ambos os espacos? Existindo o minimo de F' (u) em H 4, a fungdo que o minimiza
satisfaz o problema de valor de contorno?
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No que segue, limita-se a explicacdo ao caso de operadores A positivos limitados inferior-
mente. Para este caso, a resposta para todas as perguntas anteriores sao afirmativas. De fato,
dado A positivo limitado inferiormente, foi visto que o p.v.c. era equivalente a minimizar F (u)
em Dy, quer dizer:

min {F (u) = (u, Au) — 2 (f,u)}

u€D 4

Agora bem,
(u> Au) = <u7 u)A

de onde, do ponto de vista computacional, para passar a forma do segundo membro, integrou-
se por partes quantas vezes necessario e usou-se as condigoes de contorno. Logo, o problema
anterior em H 4 corresponde a:

min {F (u) = [luly - 2(f, u)}

Para o caso em questao (A positivo limitado inferiormente) nao é dificil mostrar que F (u)
estd limitado inferiormente em H 4 logo existe o minimo de F'(u) em Hy4 e, por sua vez, este
minimo corresponde a solugdo (ao menos no sentido generalizado) do problema de valor de
contorno. O sentido de uma solugao generalizada quer dizer o seguinte: suponha ug € Hy
minimiza F (u), logo:

(ug,n) — (f,m) =0,Vn € Hy

e se ug ¢ suficientemente regular, a equacao anterior equivale a:
(Au— f,n) =0,Yn € Hy

Como pode-se notar, a condigdo do minimo da fungao é equivalente a condi¢ao de ortogo-
nalidade do residuo, ponto de partida do Método de Galerkin.

Em outras palavras, ja esta se vendo que o Método de Galerkin e o Método de Ritz sao
coincidentes quando o operador é positivo definido limitado inferiormente. Do ponto de vista
mecanico, o anterior equivale a dizer que o principio do Trabalho Virtual é equivalente ao
Principio da Minima Energia quando este tiltimo existe.

Com os elementos até aqui apresentados, pode-se utilizar o Método de Ritz. Dado o prob-
lema de valor de contorno:

Au = f em ) + c.c homogéneas

Com A positivo limitado inferiormente, considere o problema do minimo de F'(u) em Hy4:

min {F (u) = (u,u), — 2(f,u)}

u€EH 5

Para obter uma solucao aproximada do problema anterior, o Método de Ritz procede a:

1. Considere o conjunto {¢,} ., chamado de funcdes coordenadas, completo em H,4. Do

ponto de vista computacional, isto é equivalente a dizer que deve-se considerar um con-
junto de fungoes completas satisfazendo, portanto, pelo menos todas as condigoes princi-
pais e devem ser de classe C™ 1 (Q), onde m é a ordem da maior derivada presente na
funcao.
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2. Para cada n finito, defina o espago H = Span{¢,} C Ha, ou seja se u € H logo:
u=> apdr
k=1

3. Para cada n finito, substitua o problema do minimo em H 4 pelo problema do minimo em
H’; de dimensao finita. Quer dizer:

min F (u) = (U, un) 4 — 2 (f, un)

uneHz
que pode ser reescrito da seguinte forma:

n

min F(CLZ) = i CLZ'CL]' (qﬁz,qﬁ])A—QZaz(f,gbz) ,i:1,2,...,7’L

aER ij=1 i=1
Como se vé, trata-se de uma func¢ao real de n varidveis reais a;(i = 1,2,...,n). A condigao
de minimo implica que,
OF i

_Z<¢i7¢j>Aaj_(f7¢i) =0 =12,...,n

da; j=1
Chega-se, assim, a um sistema de equagoes algébricas com n incégnitas cuja matriz K:

K =[K;] = {<¢i>¢j>A]

nao é outra coisa que o Gramiano das fungoes coordenadas (linearmente independentes),
logo o seu determinante nao é nulo. Quer dizer, o sistema tem sempre solugao (e inclusive

é tnica).
Se designa-se com a},7 = 1,2,...,n a solugao do sistema de equacoes, a sequéncia:
(0. ]
{un}nzl
onde:

n
*
Up = Z a; o
i=1

chamada de solucao de Ritz de ordem n, é uma sequéncia minimizante para a funcao
energia. Como consequéncia de ser uma sequéncia minimizante e por ser A positivo
limitado inferiormente resulta:

un, — ug  (ug solugdo do p.v.c.)
Uy, — U

Como pode-se notar e igual aos métodos ja estudados, o Método de Ritz requer uma
definicao das funcgoes coordenadas. Estas podem estar definidas em toda a regiao €2
dando lugar, em geral, a uma matriz cheia, ou podem ser de suporte compacto dando lugar
a matrizes do tipo banda. Por outro lado, os coeficientes da matriz do sistema e do termo
independente podem ser calculados de forma exata quando possivel numericamente.
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Figura 2.13: Exemplo 9.
Mostra-se, agora, alguns exemplos.

Exemplo 2.9 Considere uma viga simplesmente apoiada com carga uniformemente distribuida
(ver Figura 2.13).
O problema de valor de contorno consiste em:

EIW*=¢q z€(0,L)
u=>0 para x =0 ex =L (condi¢io de contorno principal)
u' =0 parax =0 ex =L (condigdo de contorno natural)

Primeiramente, deve-se estudar a simetria do operador. Logo, dado u,v tais que satisfacam
as condicoes de contorno resulta:

3
(v, E1u") / El—vdx—EI— / prévdv,.
dx3 dx
&2y dvl® L d?u d% L dPud?v
_ _prtu v / o iy —/ pr&tv,
a2 dz|, T Vara™ T b Y wr ar ™

A expressao anterior € simétrica em u e v, isto €, com as condicoes de contorno estabelecidas
o operador da viga resulta simétrico.

Também, da expressao surge que € positivo definido. De fato:

2u\’
(u,E1u4)=/ EI(d 2) dz >0
0 X

d2u ’ .
Se (u, EIu*) = 0 — prcie 0 — u = cte. Da condigao de contorno em u, u =0 em x =0
T
ex =L resulta u=0.
Do anterior o operador é positivo-definido. Pode-se demonstrar-se que o operador também
¢ limitado inferiormente.

Do que foi apresentado, seque-se que o p.v.c. € equivalente a minimizar a func¢ao:

d d?u L
F(u)—/o uEI@dx—Q/ qudx—/o EI(dac2> dSU—?/O qudzx

O quarto passo consiste em determinar as funcoes coordenadas de maneira a satisfazer
somente as condig¢oes de contorno principais. Fstas fungoes podem ser:

. X . dnmx . TNT
¢1 =sin—, ¢3=sin—, ...¢, =sin —

L L L
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n
de onde supoe-se n impar. Tome u, = >, a;¢, e calculare a;
i=1

L d2¢2 d2¢] n L
;161@] lEI/ e _2;‘“/0 qbida
Logo, da condi¢ao do minimo tem-se
OF (aj) d L d¢; d*¢; L
=0= EI ! dza; — / ide =0
Oa; J; 0o dz? dx? 7y didz
n. A expressao anterior pode ser reescrita como

n 2222 o
/ sm dxaj q/
0

Z ij sm—dx—Opam@—li’)
Recordando que:

para i =1, 3,

[ sin (s (s = { 4 %02

o~ O

a matriz do sistema resulta em uma matriz diagonal e cada equagdo i-ésima (i = 1,3,5 etc)
estd dado por:

ETli‘r* 22L 0
equacao i: 573 a; — q =
de onde:
qL* 4
a; =

EW’Z — 1,3,...
A solucdo de Ritz estd dada por:

qL44 .rmx 1 3mx 1 57Tx
u = El = < f%—?ln—%——s )

L 55 L
, L
Para o centro da viga <x = 5), tem-se:

4 1 1

que € uma Serie COTL’U@Tg@TLt@ € cuja soma para n — o0 resulta

qL 5 ] ;
= —— = sol.exacta

ET 384 oLt

—0.013021 4=

ET

Em particular, tomando um so termo
4 4 4
w a4 a5 1304
Y lemt T BT 75 T ET 382, 5246

ET

;. Tem-se, neste caso:

67
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para dois e trés termos:

qL* ) qL*
=————=0, 013017
e=5  FI 384,1053 El

qL* 5) qL*
= ————=0, 013021 L
e=%  ET 383,9819 ET

Observagao: Deve-se notar que nas fungoes coordenadas nao consideraou-se os termos

T
sin — i = 2,4,... Porqué? A resposta é 6bvia. Se tivessemos aplicando o Método de Ritz, o

termo mdependente associado a equacao ¢ = 2,4, ... seria:

L ITX

q/ ¢Zd:c—q/ sm@dx——q—cos— =0,1=2,4,...
1T L 0

Logo o coeficiente de Ritz associado seria a; = 0,1 = 2,4, .. ..

Exemplo 2.10 Considere o problema da viga da Figura 2.14.

Figura 2.14: Exemplo 10.

O problema de valor de contorno consiste em:

EIW*=q em x € (0,L)
u(0)=u (0)=0 (condigdes de contorno principal)
u' (L) =u" (L) =0 (condi¢oes de contorno natural)

Para aplicar Ritz, tem-se que conhecer o funcional energia. Por isso, estuda-se a simetria
e positividade. Logo, dados u,v € Dy:

d®u dv

d*u
~ / El—vdm — BT vl; —/0 Bl de
d?u dv " L d*ud® L d*ud*
_ _prtt® / EIS22d —/ Er&YeYy
d? del, S Tard™ T N T de? dr™
observando-se, assim, a simetria em D 4. Introduzindo o produto interno:
L d?ud*
<U,U>A = /0 EI@@C&C
vé-se que:
d*u
(u,u) , >0 e =0 se e somente se —; =0 — u = cte
dz?
pela condi¢do de contorno u' (0) se seque que ' = 0 em (0,L) — u = cte e novamente, da

condigio u (0) =0 — u =0, ou seja,:

(u,u) , = (u, Au) >0
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€ igual a zero se e somente se u = 0. Observe que dada a forma simétrica (u,v), sua pos-
itividade foi dependente somente das condi¢oes de contorno u (0) e u' (0) e dai o nome de
PTINCIPALS.

Logo, a func¢do energia serd:

F P (T 2d o [ qud
o [5 (E o

definido no campo de fungoes continuas com derivadas primeiras continuas quadrado integrdveis
e com derivadas seqgunda ao menos quadrado integrdveis e que satisfazem as condigoes de con-
torno u (0) = u' (0) = 0. Este espago foi chamado de H .
O método de Ritz consistird em definir um conjunto de funcoes coordenadas completo em
Hy, que devem ser ao menos de classe C1 e satisfazer as condicoes de contorno principais.
Funcoes coordenadas definidas em todo (0, L): um exemplo destas funcoes foi dada
no Exemplo 1. Considera-se agora as fungoes polinominais. Tem-se, assim:

U = ag + Z aixi
i=1
devendo satisfazer:
w(0)=0 —ap=0, logou=> az'
i=1
w(0)=0 —a;=0 logou=> aza’
i=2
Logo, as fungoes coordenadas sao:
O =122 ¢y =2a3 ... etc
Tomando HY = Span {z*} e aplicando o Método de Ritz. Logo:
L 712 L
F(ay) :/ EI [(a1x2) ] dx—Qq/ a1 x’dx
0 0
L I3 3
_EI / da3dz — 2q01 5 = 4BILa} — 2qa1—
0

A condicao de minimo conduz a:

dF 2
— =8FILa; — —qL? =0
da; “ 3l
logo:
1 qL?
“ T2 El
A primeira solucao aproximada serd:
1 qL?
a = gy22 I 2

T 12EIT
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de onde,

1 qL?

12 EI

Tomando as fungdes coordenadas ¢1 e ¢o, trabalha-se, agora, na forma matricial:

u (L)

L
Ku = EI / (%) dz = AEIL
0
L
Ky = EI / (¢%)* dz = 12EIL*
0
L
Ko = EI / $oldr = 6GEIL
0
L 1 3
i = CI/ ¢rdr = ~qL
0 3

L 1,
fi = CI/ ¢odr = —qL
0 4

O sistema resulta assim,

4 6L aq o
EIL[sim. 12L]'la2]_

A solucao do sistema conduz a:

gL’

| el =

_ 5qL? 1 gL

-~ 4.3
“ 2= "1 FEr"

T 24 EI
e a solugcao aproximada serd:

5qL2 , 1qL ,

@()==
v D) = BT T RE
e o deslocamento em x = L resulta:

1qL*
@ (r)=-1_
w (D) = 357

A solucao exata é:

q L%2?  La? n x?
u = — —
2ET 2 3 12
que, para x = L corresponde a:
1qL*
L)=-——
w(b) =357

Observa-se que somente apenas dois termos jd permite obter uma boa aprorimacao da
solucao. Entretanto, quando deriva-se a solucao aproximada na procura dos momentos, por
exemplo, a ordem de aprorimacao cai. De fato:

10

= —qL?=0.4167qL?
om0 — 219 q

M@
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sendo que a solucao exata corresponde a:
M|,_, = 0.5¢L?

Mais adiante, quando se mostra o Método de Elementos Finitos, estabelece-se uma ordem
de erro de aproximagcao. Deve-se observar, aqui, que toda derivacao induzird a uma perda de
aproximacao. Dai a necessidade de trabalhar com formulagoes duais, que dizer, formulagoes que
permitem trabalhar com esforcos, em lugar de deslocamentos, como incégnitas do problema.

Estuda-se o mesmo problema, porém com funcgoes de suporte compacto.

Funcgoes de Suporte Compacto: o funcional esta definido no espaco de Hilbert de onde
as funcoes sao continuas conjuntamente com sua derivada primeira sendo as derivadas segundas
quadrado integraveis. Logo, as fungoes coordenadas deverao ser de suporte compacto e tais que
assegurem a continuidade da funcgao e de sua derivada primeira.

Para defini-las, procede-se, primeiramente, em dividir o intervalo (0, L). A partigao coloca
em evidéncia uma série de pontos. A cada ponto i correspondera as fungoes ¢ (z) e ¢} definidas
da seguinte maneira:

0 emx ¢ ($i_1,$i+1)
qﬁé =¢ 0 emz=2;1,2 =211
1 emx=ux;

P _ 0 emz ¢ (zi_1,Tit1)
dx 0 emx=mx;1,%;,Tip1
¢ = 0 emz ¢ (Ti-1,Tit1)

! 0 emx=ux; 1,771
o 0 emz ¢ (zi_1,Tit1)
% =4 0 emz=um; 1,71

1 emz=ux;

A Figura 2.15 representa estas fungoes que nao sao outra coisa que os polinomios ctibicos de
Hermit. Recorde o leitor que os polinomios de Hermit permitem interpolar fungoes garantindo
a continuidade da funcao e de sua primeira derivada.

Figura 2.15: Funcoes de interpolacao de suporte compacto.

As funcoes de interpolacao associadas a cada né 7 podem ser vistas como a uniao de funcoes
de interpolagao definidas em cada subregiao colocada em evidéncia quando da particado. Em
outras palavras, a forma da funcao de aproximacao sera:

N
ut =3 (aid} + big})

=1

ou melhor:

=

N . . . .
ut — U ul® = {ai 11(6) + bz’¢11(e) + aj¢(])(€) + bj¢i(e)}
e=1

1

€

ambas as equacoes sao equivalentes e sdo o ponto de partida do elemento finito.
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Condigoes de Contorno Homogéneas

Até aqui foi apresentado como definir o funcional a minimizar quando as condigoes de contorno
eram do tipo homogéneas. Define-se, agora, o funcional associado quando as condigoes de
contorno sao nao-homogeéneas.

Para isso, considere a equacao:

Au = f em Q (2.10)

onde A é, por exemplo, um operador linear diferencial que contém derivadas até a ordem k.
Como campo de defini¢ao deste operador, toma-se o conjunto D, de todas as fungdes com
derivadas continuas de ordem 1,2,...,k — 1 com derivada continua por parte de ordem k no
dominio fechado 2 = QU S. As funcoes de D4 nao satisfazem nenhuma condicdo de contorno.
Suponha agora que a equagao (2.10) deve ser integrada sob as condigoes de contorno:

Grulg= g1, Gaulg=gs, Grulg= gy, (2.11)

onde G1, Gy, ..., G, sao operadores lineares, g1, go, . . ., g, sao fungoes conhecidas definidas em
S. Observa-se que o nimero de condigoes de contorno é determinado pela ordem da equacao
(2.10) e também depende se o campo u ¢ escalar vetorial, etc.

A determinacdo da fungao energia equivalente ao problema anterior, (2.10)-(2.11), serd
realizada dentro da seguinte hipdtese.

Hipoétese: Existe uma funcao ¢ que conjuntamente com suas derivadas até a ordem k — 1
inclusive é continua em €2 e cujas derivadas de ordem k sdo continuas por parte em ) e que
satisfazem as condicoes de contorno do problema:

Gilg =g, Gatblg =92, Grlg = gr, (2.12)

Admitindo a hipétese anterior, tem-se 1) € Dy e para toda u € Dy pode-se definir uma
outra funcao v dada pela transforamacao:

u—1Y=uv
Observa-se facilmente que:
u=1v+v,v€ Dy

Em particular, se u é a solugao do problema de valor de contorno (2.10)-(2.11), seu corre-
spondente v satisfaz:

Av=f* em Q, f*=f— Ay (2.13)
com as condicoes de contorno homogéneas:
G U‘Szoa G U‘SZO, G, U’S:O> (214)

Agora, se nosso operador A é positivo-definido para o conjunto de funcoes que satisfazem as
condigdes de contorno (2.14), tem-se, de acordo com o que j4 foi visto (teorema do minimo da
funcao energia), que o problema (2.13)-(2.14) é equivalente a determinar a fun¢ad v que dentro
do conjunto de fungoes satisfazem (2.14), minimizam o funcional:

F(v) = (v,Av) = 2(f*,v),v € DN (2.15)
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Para-se, aqui, um momento a fim de direcionar ao leitor para onde deseja-se caminhar. O
problema (2.10)-(2.11) corresponde as condigbes de contorno nao-homogéneas. Logo, nao é
possivel estabelecer o funcional energia associado. Observe que tem sido deduzido esta funcao
somente para o caso de condigoes homogéneas. Admitindo, justamente, a existéncia da funcao
1 foi introduzido uma troca de varidveis, u—1) = v, a qual introduzida em (2.10)-(2.11) permite
reescrever este problema em outro (2.13)-(2.14) associado as condigoes de contorno homogéneas.
Logo, pode-se definir a funcdo energia, expressao (2.15). Para definir (2.15) em termos de u
serd suficiente substituir em (2.15) v = u — 9. Logo:

Fv) = Flu—¢)=(Au—Ap,u—9)=2(u—¢,f - AY) =
(A, u) =2 (u, f) + (u, Ap) = (¢, Au) +2(¢, f) = (¢, A)

Agora , o termo (u, Ay) — (v, Au) através de integragoes por parte pode escrever-se com
uma integral de superficie , quer dizer:

(1w, A) — (6, Au) = [ R(u.v)dS

A expressao R (u,v) depende da forma do operador A. Fazendo uso das condigdes de
contorno (2.11)-(2.12), comumente ¢é possével reescrever R (u,1)) na forma:

R(u7¢) :N(u7gl7vgr)+M(¢)

onde N depende somente de u e das fungoes ( conhecidas ) g1, 92, ..., g-. M nao depende de u
e s6 depende de 1. Logo, a funcao F (v) pode reescrever-se como:

F(0) = (Au,w) =2 (fu) + [ N (w9 dS + [2(6.) = (6, 4) + [ M () dS]

A expressao entre colchetes é uma constante ja que nao depende de u. Logo, o minimo de
F (v) é equivalente a minimizar o funcional:

6 (u) = (Au,u) — 2 (f,u) +/SN (u, g;) dS (2.16)

dentro do conjunto de fungdes Dy N (2.11). Este é o funcional que foi proposto determinar
quando comegou-se esta secgao.

Observagao: Deve-se notar que o funcional (2.16) pode construir-se sem a necessidade de
conhecer a fungao 1. No entanto, para que o minimo de (2.16) tenha sentido é necessério que
a funcao ¢ exista.

Por tltimo, observa-se que para a minimizacgao da fungao (2.16), algumas das condigoes de
contorno (2.11) podem ser naturais. Tendo isto presente, o minimo de (2.16), pode-se procurar
num espago mais amplo de onde a forma simétrica (u, Au) é substituida por (u,u), e de onde
sO é preciso satisfazer as condicoes de contorno principais.

Na continuacgao, alguns exemplos serao apresentados.
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Exemplo 2.11 Considere o problema de integrar a equac¢ao de Laplace:
—V*u=0 emQ (2.17)
com a condi¢ao de contorno nao-homogénea:
ulg =g (2.18)

Para determinar o funcional associado a (2.17)-(2.18), procede-se como indicado nesta
sec¢ao. Admite-se a existéncia da funcdo Y continua com derivadas primeiras continuas
em ) e com deriwadas sequnda continuas por parte em §) e tal que:

vls=g (2.19)
Da troca de varidvel:
u=v+1Y
resulta:
—V2u = V%), em Q (2.20)
com a condi¢ao homogénea de contorno:
vlg =0 (2.21)

Mostra-se agora que o operador —V? € positivo-definido no conjunto de funcoes suficiente-
mente requlares satisfazendo (2.21). De fato:

o0 O
(V,~V2) = —/Q (8_;; + a—;;> 0

Integrando por parte e usando a condigdo (2.22), tem-se:

v\’ v\’
(V, —V%) = —/Q <@> + (8—y2> dQ2 > 0,e =0 se e somente se v =0

Desta maneira, a fungdo associada a (2.20)-(2.21) resulta:
F(v) = (U, —V2U) -2 (v, V2w) (2.22)
Substituindo v =u — 1 em (2.22 obtém-se:
F(u) = (u,=V?u) + (v, V2u) = (u, V2u) + (v, V?¢) (2.23)

O sequndo e o terceiro termos do sequndo membro resultam (integrando por parte e usando
(2.18) e 2.19)):

o oo i
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O integrando do seqgundo membro corresponde a R (u, ). Em particular:

0 0
N(wg)=gor,  M@)=go

Substituindo em (2.23) tem-se:
F (u) = (u, ~V?u) /g—d5+{ ¥, V) /g— s}

Como ja foi dito, o termo entre as chaves € somente fungao de 1. Logo, o problema do
minimo de F' (u) € equivalente ao problema do minimo de ¢ (u):

6 (u) = (u,~V?u) / g2tas (2.24)

Integrando por parte o primeiro termo do seqgundo membro e utilizando a equagdo (2.18)

obtém-se: . /ﬂ{(%f N (%)2}d9 (2.25)

Deve-se notar que ao passar da equagdo (2.24) para (2.25), ampliou-se o dominio da fun¢ao
¢ (u). Em (2.25), as funcoes que satisfazem (2.18) sdo continuas com derivadas primeira
quadrado integrdveis.

Exercicio 2.9 Determine o funcional cujo minimo seja equivalente a integrar o sequinte prob-
lema de valor de contorno:

—Vu em )
a_u =h emS
on 5

conhecido como problema de Neumann. Qual € o conjunto de onde o minimo desta func¢ao estd
definido? A condicdo de contorno mao-homogénea é uma condicdo natural ou principal?

Até aqui tem-se resultado o problema de determinar o funcional a minimizar equivalente
ao problema de valor de contorno nao-homogéneo. Para determinar uma solugao aproximada
do minimo deste funcional, pode-se recorrer ao Método de Ritz. Sem duvidas, o problema de
determinar as fungoes coordenadas se complica em virtude de que o conjunto de onde o funcional
estd definido nao é um espaco vetorial. Na realidade, o que o Método de Ritz propoe é trabalhar
com funcoes coordenadas densas no espaco das fungoes v da transformacao v = v + 1. Em
outras palavras, o método consiste em:

e Considere {¢;};-, denso no espaco energia associado as funcées v da transformagao u =
v+ 1. Quer dizer que ¢; satisfazem as condigoes de contorno homogéneas.

e Para cada n finito {¢;},-, sdo linearmente independentes.
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e Para cada n finito, tome como aproximante de u a combinacao:
Up = Z a;p; + Y

e O minimo de F (u,) é equivalente ao minimo da fungao F'(aq,as, ..., a,) logo, os coefi-
cientes a;, que satisfazem ao sistema de equagoes:

oF

8—%—0,1':1,2,...,71

sao, segundo ja visto, os coeficientes de Ritz que determinam a solugad aproximada:
n
* *
Up = Z a; ¢z + ¢
i=1

que é a melhor aproximacao da solucao u, no sentido da norma energia, de todas as
combinagoes u,,.

Aparentemente, o problema segue sendo equivalente ao caso de condi¢oes homogéneas. Sem
duvidas, agora, o problema estd em determinar ¢ ou, em outras palavras, fazer que u,, satisfaca
as condigoes de contorno.

Este problema é dificil de resolver e, a medida que a dimensao do espago onde €2 esta imerso
aumenta, o problema se faz cada vez mais dificil. Outro aspecto que complica enormemente
satisfazer se condigoes de contorno é a forma do contorno.

Para solucionar esta dificuldade distintas técnicas tém sido desenvolvidas. Uma das mais
conhecidas ¢é a de trabalhar com funcionais extendidos. Basicamente o que se procura com estes
funcionais é que as condicoes de contorno principais nao homogéneas do primitivo funcional
passem a ser condi¢oes naturais do novo funcional (ver R.Feijéo, Aplicacdo do Método de Ritz
a Funcionais Relajados em Mecanica dos Sdlidos, M.Sc. Tese, COPPE, 1973).

Por ultimo, deve-se ressaltar que as condi¢oes de contorno sao facilmente satisfeitas quando
se trabalha com fungoes localmente suportadas.

Exercicio 2.10 Considere o problema de distribuicao de temperatura na placa da Figura 2.16.

Figura 2.16: Exercicio.

O problema de valor de contorno associado é:

0 oT 0 oT

T_ 0 emy=0,z=0ecy=2>b
] 100° emz=a

Determine a fungao F (T) cujo minimo corresponde a um um campo T solu¢ao do problema
anterior. k; e ky, sao os coeficientes de condutividade térmica seqgundo x e y.
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Figura 2.17: Exercicio.

Exercicio 2.11 Considere o problema de conducdo de calor no tubo circular infinito da Figura
2.17. Denotam-se as temperaturas interna e externa como T e Ty, respectivamente.

Em coordenadas cilindricas, o problema estda governado pelo sequinte problema de valor de
contorno:

d*T 1dT
— +-—=0 R;, R,
dr2+rdr emr € )

T’r:Ri =1, T‘r:Rz =T

donde R; € o raio interno e R, o raio externo. Determine:
1. o funcional associado. Comente o espag¢o no qual estd definido.

2. determine uma solug¢ao aproximada via Ritz, supondo Ty = 0°C, Ty, = 100°C, R; = 9,
R. = 12. Tome como func¢ao de aproximacao:

r— Rl
u® = mTQ + CL1¢1 = ¢ + CL1¢1
onde ¢ = (r — R;) (r — Re).
3. compare com a solugcao exata:
Ty — T}
T=T+2"Lint

In <&) E
R;

4. defina quais sao as fungoes ¢a, Ps3,. . ..

Exercicio 2.12 Considere o mesmo problema anterior, porém adote as funcoes coordenadas
localmente suportadas indicadas na Figura 2.18.

Figura 2.18: Exercicio.
A funcao de aproximacao estd dada por:

Uy, = 101 + az02 + 10093

Compare com a solucao aprorimada.

Exercicio 2.13 Considere a equacao de Poisson no retangulo da Figura 2.19.
0? 0?
ox?  0Oy?

com as condigoes de contorno
u=0emS

Determine:
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Figura 2.19: Exercicio.

1. O funcional associado a este problema.

2. Calcule a solucdao de Ritz para a aproximacado:
Uy = ay (a2 — x2) (b2 — y2)
3. Calcule a solugao de Ritz para:
Ue) = (al + asx® + a3y2) (a2 — x2) (b2 - y2)

4. Compare e comente os resultados.

2.4 Meétodo de Minimos Quadrados

Como pode-se notar, para aplicar o Método de Ritz a um determinado problema de valor de
contorno foi necessario admitir que o operador diferencial A era simétrico positivo-definido. Se
o operador nao satisfaz estas restrigoes, nao se pode aplicar o método. Existe, entretanto, outra
formulagao variacional, conhecida com o nome de Minimos Quadrados que permite atender este
tipo de problema.

Para isso, define-se em D4 o seguinte produto interno:

(U, 0) 4 4 = / AuAudS)
’ Q

gerando a norma:

A A

((w,0) 00)" = Il

Definida a norma anterior, pode-se colocar o problema de determinar a melhor aproximacao
para a solugio ug do p.v.c., com respeito & norma |[|-||, 4. Em outras palavras, up minimiza a
funcao:

F (u) = |lu— uol 4 4

O problema anterior pode ser reescrito como:
F () = (u = o, u =) 4y = (Au—f, Au— ) = (r,7) = [ 1240
onde r é o residuo. O funcional anterior pode ser reescrito como

F (u) = <ua u)A,A —2 <u> u0>A,A + <u0> uO)A,A

Novamente, para obter uma solucao aproximada, considera-se as funcgoes coordenadas de
maneira tal que:

n
Up = Za2¢z
i=1
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onde ¢; deve ser suficientemente regular como para garantir que Awu,, tenha sentido. Por outro
lado, u,, deve satisfazer as condicoes de contorno. Substituindo esta aproximacao no problema
do minimo tem-se:
n n
Z (95, Dx) A4 %0k — 22 (95, f)
J,k=1 j=1
A condigao do minimo leva a:
oF " .
oa; - Z <¢j>¢k>A,Aaj = (A¢j’f)> 1=1,2,...,n
7

Jj=1

A expressao anterior pode ser reescrita como,

oF
da;

(AZGJ¢J A¢Z)—(A¢],f):0,/£:1,2,,n

de onde :

(Au, — f,A¢;)) =0,i=1,2,...,n

dizendo que o residuo é ortogonal ao conjunto de funcoes coordenadas A¢;, 1 = 1,2,...,n.

Tem-se, assim, que o Método de Minimos Quadrados é equivalente ao Método de Galerkin.
Por outro lado, a matriz do sistema resulta simétrica positiva-definida. Agora bem, ganha-se
no que se refere & positividade e simetria, mas perde-se em outro aspecto importante. O leitor
poderd notar que as fungoes ¢; devem ser mais regulares de maneira que o produto:

/ Ad; Ady;dQ2
Q
tenha sentido.

Exemplo 2.12 Considere o problema da viga em balango jd estudado anteriormente. A Figura
2.20 nos indica as caracteristicas geométricas e de carga.

Figura 2.20: Exemplo.

O problema de valor de contorno consiste em:

dv ¢
@ = E, emzx € (O,L)
com as condi¢oes de contorno:
w(0)=u (0)=0,u (L)=u" (L) =0
Para aplicar o Método dos Quadrados Minimos, definem-se as fungoes coordenadas ¢;. Fstas
fungoes devem satisfazer todas as condi¢oes de contorno e, por outro lado, devem ser de tal
grau de continuidade que assegure que:

/Q Ay, Ady; €Y
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tenha sentido, quer dizer, seja limitado. Neste exemplo, limita-se ao caso de polinomios
definidos em todo (0,L). Tome, por exemplo, a sequinte aproximacao:

2 x?) .174
Ug = CL1¢1 = ay <6ﬁ - 4? + L4>

A funcao ¢q € tal que:

"

1 (0) = ¢1 (0) =0; ¢} (L) = ¢ (L) =0

satisfazendo as condigcoes de contorno e, portanto, € uma func¢do admissivel para o problema.
Tem-se, assim:

24\ 2 24
F(a1) :/o (A¢1) dzaj —2/ (Ag1) Edl"@l <ﬂ> Lai —2 (ﬂ) Lﬁm

onde: dF 24 24
q
(2 2L, -2 B
da; <L4> “ <L4) El
portanto:
1 qL*
Mo El

O Método dos Minimos Quadrados conduz a solu¢ao aprorimada:.

T R

24 B1 L LA 2ET\ 2 3 12

que nao € outra coisa que a propria solucao exata.

2.5 Conclusoes

Ao longo deste capitulo, apresentou-se uma série de métodos que permitem determinar uma
solucao aproximada de um dado problema de valor de contorno.

Foi possivel apreciar que o Método de Ritz recai no Método de Galerkin. Este ultimo
método é mais geral que o de Ritz ja que nao requer a existéncia do funcional a minimizar. Por
sua vez, nao é dificil estender o método de problemas nao lineares.

Também foi visto que o Método dos Minimos Quadrados é um caso particular do Método dos
Residuos Ponderados, fazendo que o residuo seja ortogonal as funcoes bases A¢;, i = 1,2, ...,
etc.

Agora bem, em todos estes métodos a caracteristica geral é a definicao das fungoes coorde-
nadas que, em geral, foram denotadas por {¢;},-,. Para cada método, estas fungdes deverao
satisfazer adequadas condigoes de regularidade e, por sua vez, deverao satisfazer parte ou todas
as condigoes de contorno.

A construcao destas funcoes é uma das tarefas mais dificeis destes métodos e a escolha das
mesmas esta concentrada grande parte do sucesso do método.
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Em todos os casos (Colocacao, Galerkin, Ritz, Minimos Quadrados) uma vez introduzidas
estas fungoes coordenadas, chegou-se a um sistema de equagoes algébricas cuja solugao deter-
mina o valor dos coeficientes da combinacao de fungoes ¢; que melhor se aproxima da solucao
exata.

Como se sabe, o comportamento numérico da solucao do sistema depende do chamado
numero P da matriz do sistema. Em geral, quando as fungoes bases estao definidas em toda
a regiao, a matriz do sistema é cheia e o condicionamento numérico tende a deteriorar-se &
medida que o numero de equacoes aumenta.

Esta tendéncia pode diminuir e muitas vezes eliminar-se por completo quando trabalha-se
com funcoes coordenadas localmente suportadas. Como serd visto no capitulo IV, o Método de
Elemento Finitos se constitui em um método sistematico, e simples, para a construgao dessas
funcoes coordenadas. Em outras palavras, o Método de Elemento Finitos fornecerd unicamente
as funcgoes bases ou coordenadas e posteriromente, para a obtencao da solucao aproximada,
aplica-se alguns dos métodos estudados.



110Capitulo 2. Métodos Variacionais para a Determinacao de Solugoes Aproximadas de Problemas de Valor d

Parte II:



Parte 11

Formulacao Variacional e sua Aplicacao em Mecanica

111






